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1. Spiele

1.1. Was sind Spiele?

Wenn man Spiele sagt, dann fallen einem sicher sofort eine Unmenge von Beispielen ein.

Beispiele:

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Was ist aber das Gemeinsame aller Spiele? Wie könnte man dann eine allgemeingültige Definition angeben? Wie läßt sich eine allgemeine Theorie um möglichst viele Spiele aufbauen? Mit Ansätzen dieser Problemstellung soll sich dieser Projektkurs beschäftigen.

Weiterhin wollen wir hier Formen zur Lösung von Spielen kennenlernen. Dabei wollen wir aber den Spaß beim Spielen nicht aus den Augen verlieren.

1.1.1. Definition des Begriffes Spiel in der Literatur

Aufgaben:

1. Suchen Sie sich zuhause oder in einer Bibliothek mindestens drei Quellen mit Definitionen der Begriffe Spiel und Spieltheorie! Notieren Sie Definitionen und Quelle vollständig! 

2. Untersuchen Sie die Definitionen auf Gemeinsamkeiten und entwickeln Sie eine allgemeingültige Definition für Spiel bzw. suchen Sie die allgemeingültigste Definition heraus! 

Q:

Spiel (engl. Game; franz. Jue). Menge aller nach den jeweiligen Spielregeln durchführbaren ( Partien eines Spiels. Die Spieler verfolgen eine Strategie, um einen höchstmöglichen ( Gewinn zu erreichen. ...

Q: /4/ Bd.4; S.152

Spiel: 1. Soziales verhalten, das neben den notwendigen Tätigkeiten der Existenzsicherung eine wichtige Weise der Sozialisation des menschen ist, dem individuell (wie der Arbeit) das Bedürfnis nach Bestätigung der körperl. U. geistigen Kräfte (S.trieb) zugrunde liegt. ...

- In der Pädagogik Form der aktiven Auseinandersetzung der Kinder mit ihrer Umwelt, die dem Kennenlernen von Gegenständen u. Erscheinungen der Natur u. Gesellschaft, dem Erwerb von Erfahrungen im Umgang mit anderen Menschen, der Ausbildung wertvoller Charakter- u. Verhaltenseigenschaften u. der Kräftigung der gesundheit der Kinder dient. ...

- Im Sport leistungsbetonte Körperübung als Einzel-, Doppel- bzw. Mannschafts-S. (mit Klasseneinteilung). ... 

2. Elektrotechnik ( Betriebsart ...

Q:

Spiel, 1. Anthropologie: lustbetonte, von äußeren Zwecke freie, ungezwungene, vorwiegend von der Phantasie geleitete u. sie anregende, biol. bedingte Tätigkeit, die große soziale, kulturelle u. pädagog. Bedeutung besitzt. ...

2. Verhaltensforschung: unter höheren Tieren (Wirbeltiere) verbreitetes, leicht erkennbares, aber schwer definierbares Verhalten.

Q: /3/ Bd.17; S:4528

Spiel 

definiert der niederländische Kulturhistoriker Johannes Huizinga (1872-1945) in seinem grundlegenden Werk “Homo ludens“ (1938) als eine freiwillige Handlung oder Beschäftigung, die innerhalb gewisser festgesetzter Grenzen von Zeit und Raum nach freiwillig angenommenen, aber unbedingt bindenen Regeln verrichtet wird, ihr Ziel in sich selber hat und begleitet wird von einem Gefühl der Spannung und Freude und einem Bewußtsein des „Anderssein“ als das „gewöhnliche Leben“.

In dieser Bestimmung ist das Spiel dem Ernst ebenso entgegengesetzt wie die Arbeit, gleichzeitig ergibt sich, daß es bei einer Einstellungsänderung des Spielenden jeweils in seine Gegenmöglichkeit übergehen kann. ...

Q: Meyers Neues Lexikon Bd. XIII S. 29

Spiel: 1. in der Kulturgeschichte entstandeneForm menschlichen Verhaltens, dem wie der Arbeit das Bedürfnis nach aktiver Betätigung(s.trieb) zugrunde liegt. ...dient der Ausbildung individueller Fähigkeiten, der Erholung, Entspannung, Unterhaltung und ist Form des Selbstgenusses. ...verläuft meist nach festgelegten Regeln, ... 

- In der Pädagogik Form der aktiven Auseinandersetzung des Kindes mit der Umwelt. ...Im Sport leistungsbetonte Körperübung ...

5. Verhaltenslehre ein speziell bei Jungtieren entwickeltes verhalten, das nicht durch ein höheres Instinktzentrum (zudenken wäre an ein S.zentrum) gesteuert zu sein scheint. Spielende Tiere lernen, sich mit ihrer Umwelt auseinanderzusetzen. ...

Q:

Spiel, 1) Pädagogik: Tätigkeit, die aus Vergnügen an der Ausübung als solcher bzw. am Gelingen vollzogen wird. ...

2) Recht: svw. ( Glücksspiel 

Einen besseren Zugang bekommt man, wenn man sich über die Definition der Spieltheorie an den Begriff Spiel heranwagt.

Q:

Spieltheorie, von J. von Neumann entwickelte Theorie, die die mathemat. Zusammenhänge für optimales Verhalten (Strategie) in Wettbewerbssituationen, kurz mathemat. Spiele genannt, behandelt. Die S. ist auch auf Wirtschaft u. militär. Planung anwendbar.

Q: /4/ Bd.4; S.153

Spieltheorie, Kybernetik/Operationsforschung mathemat. Theorie zur Analyse von Entscheidungssituationen unter Unsicherheit, insbes. unter Bedingungen von Konflikten. Deshalb wird die S. auch Theorie der Konfliksituationen genannt. Ziel der Analyse ist, aus der Menge möglicher Verhaltensweisen die für den Spieler optimale auszuwählen, wobei das vernuftgemäße Vorgehen des Gegenspielers vorausgesetzt wird. ...

Q:

Spieltheorie, Zweig der Mathematik, in dem Spiele behandelt werden, deren Ausgang auch (oder ausschließlich) vom Verhalten der Spieler abhängt (strateg. Spiele). Der Begriff Spiel umfaßt dabei auch soziol., wirtschaftl., techn. Und polit. Gegebenheiten (Wettbewerb, Konkurrenzkampf, Störfall, Konflikt u.a.), die ähnl. Strukturen aufweisen wie die übl., durch feste Spielregeln bestimmte Spiele. Das Hauptziel der S. ist das Auffinden der für den einen Spieler günstigen Spielverfahren, d.h. der bestmögl. Strategie.

Q: Meyers Neues Lexikon Bd. XIII S. 32

Spieltheorie: 1. allgemein Darstellung des Ursprungs, der Motivation, des Sinns und des Wesens des Spiels als eine spezifische Tätigkeit im Leben des Menschen. ...

2. Kybernetik/Operationsforschung mathematische Theorie zur Analyse von Entscheidungssituationen unter Unsicherheit, vor allem unter Bedingungen von (Interessen-) Konflikten. 

Q:

Spieltheorie (engl. game theory; franz. théorie des jeux) = mathematische Theorie der Spiele.

Sie wurde nach Vorarbeiten von E. Zermolo und E. Borel vor allem von J. v. Neumann begründet ... 

Anwendungsbereiche: Durchspielen von Konkurrenz- ... und Konfliktsituationen.

1.1.2. eigene Definition des Begriffes Spiel

Als Ergebnis der Analyse der obigen und weiterer Definitionen wird im Folgenden für den Begriff Spiel diese Definition verwendet:

Vorschlag:

Das Spiel ist eine Form körperlicher und/oder geistiger Tätigkeit zur Bewältigung von Konfliktsituationen

Der Vorschlag wird wie folgt verändert oder ersetzt:

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

1.2. Einteilung der Spiele

allgemein

Einpersonenspiele (Spiele gegen die Natur, Spiele gegen sich selbst)

Zweipersonenspiele

Mehrpersonenspiele

Nullsummenspiel

Nichtnullsummenspiele

Spiele mit vollständiger Information

Spiele mit unvollständiger Information

endliche Spiele

unendliche Spiele

bestimmte Spiele

unbestimmte Spiele

symmetrische Spiele

unsymmetrische Spiele

Sportspiele

Torspiele, Malspiele, Korbspiele


mit Körperbehinderung (American Football, Eishockey, Fußball, Wasserball, ...)


ohne Körperbehinderung (Bandy, Basketball, Hockey, Polo, ...)

Rückschlagspiele


Einzel- u. Doppelspiele (Federball, Squash, Tennis, ...)


Mannschaftsspiele (Faustball, Volleyball, ...)

Schlagball- od. Abwurfspiele (Baseball, Kricket, Schlagball, ...)

Ziel- u. Treibspiele (Billiard, Boccia, Golf, ...)

pädagogisch (nach Auftreten in der Ontogenese)
Fiktionsspiele (Nachahmung, ...)

Einzelspiel (Beschäftigung, ...)

Gruppenspiele (Wettbewerbe, ...)

Regelspiele (Gesellschaftsspiele, ...)

weitere Möglichkeiten:

1.3. Glücksspiele - eine Frage der Wahrscheinlichkeit

1.3.1. Würfeln

Vom Mathematik-Unterricht sind viele Sachverhalte der Wahrscheinlichkeit bekannt. Da für viele Spiele der Würfel der Glückindikator ist, wollen wir zuerst einwenig auf seine „Gesetze“ eingehen und die langläufigen (vielleicht nie getesteten) Aussagen der Mathematik überprüfen.

Aufgaben:

1. Erstellen Sie zwei Wertetabellen mit je 500 gewürfelten Zahlen! (zwei verschiedene Würfel (ein Sechser und ein anderer) verwenden!)

2. Werten Sie diese Tabellen statistisch aus!

3. Bereiten Sie die Präsentation Ihrer Ergebnisse (mit Diagrammen, Vergleich der beiden Würfel) vor!

4. Nehmen Sie sich die Ergebnisse der anderen Gruppen vor und ergänzen Sie Ihre Ergebnisse um die Zusammenfassung aller Gruppen!

5. Vergleichen Sie Ihre Gruppenergebnisse mit den zusammengefaßten Ergebnissen!

1.3.1.1. mathematische und stochastische Begriffe und Hilfsmittel

Um von vornherein Mißverständnisse aufgrund unterschiedlicher Begriffsinter​pretationen zu vermeiden, sollen hier kurz einige einfache mathematische Begriffe und Verfahren definiert werden. Sie werden in unterschiedlicher Form und Häufigkeit in den folgenden Kapiteln benötigt. (Lassen Sie sich nicht von Definitionen in anderen Büchern durcheinanderbringen - die Mitglieder der doch so exakten Wissenschaft sind selbst nicht ganz einig - getreu dem Spruch: „Traue keiner Statistik, die du nicht selbst gefälscht hast.“ Die hier verwendeten Definitionen stellen ein mögliches Begriffssystem dar.)

Stichprobe
X ... Stichprobe/Liste der Messung (Menge der Messungen/Beobachtungen/Ereig​nisse mit möglichen Wiederholungen)

n ... Anzahl der Messungen/Umfang der Stichprobe

xi ... i-tes Element der Stichprobe  (1  (  i  (  n;  i,n  (  N)

z.B.: Stichprobe eines Würfelvorganges (3, 1, 6, 2, 4, 5, 2, 4, 4, 5, 2, 6, 3, 5, 3, 4, 2, 6, 4, 1)
Variationsbreite/Spannweite

R  =  xMAX  -  xMIN 


bzw.  R  =  MAX(X)  - MIN(X)






bzw. für aufsteigend sortierte Stichproben:






R  =  xn  -  x1
für Beispielstichprobe: R  =  6  -  1  =  5

Mittelwert (arithmetischer)

  

  =  

i   =  

 (x1  +  x2  +  x3  +  ..  +  xn) 

für Beispielstichprobe: 



 =  

 (3 + 1 + 6 + 2 + 4 + 5 + 2 + 4 + 4 + 5 + 2 + 6 + 3 + 5 + 3 + 4 + 2 + 6 + 4 + 1)



 =  3,6

Fehler (absoluter, relativer, prozentualer)

(xT ... Tabellenwert/Richtwert/Literaturwert/Erwartungswert)

absoluter Fehler: 

(drückt die exakte Abweichung vom Tabellenwert/... aus (hat Vorzeichen entsprechend der Abweichungsrichtung und eine Einheit!))
Fabs  =  x  -  xT
für Beispielstichprobe: Fabs  =  3,6  -  3,5  =  0,1

relativer Fehler:
(drückt relative Abweichung vom Tabellenwert/... aus; je kleiner der absolute Fehler und je größer der Tabellenwert/... ist, umso unbedeutender ist der Fehler)

Frel  =  


für Beispielstichprobe: Frel  =  

  =  0,02857

relativer, prozentualer Fehler:
(drückt den relativen Fehler normiert auf die 100%-Skala aus (hat Orientierungscharakter))

Frel%  =  Frel * 100%

für Beispielstichprobe: Frel%  =  0,02857 * 100%  =  2,857%  (  3%

Varianz (Streuung)  (Summe der Quadrate der Abweichungen/Summe der Fehlerquadrate)

s2  =  


für Beispielstichprobe: 

s2  =  

 ((3 - 3,6)² + (1 - 3,6)² + (6 - 3,6)² + (2 - 3,6)² + (4 - 3,6)² + (5 - 3,6)² + (2 - 3,6)² + (4 - 3,6)² + (4 - 3,6)² + (5 - 3,6)² + (2 - 3,6)² + (6 - 3,6)² + (3 - 3,6)² + (5 - 3,6)² + (3 - 3,6)² + (4 - 3,6)² + (2 - 3,6)² + (6 - 3,6)² + (4 - 3,6)² + (1 - 3,6)²)

    =  

 ((-0,6)² + (-2,6)² + (2,4)² + (-1,6)² + (0,4)² + (1,4)² + (-1,6)² + (0,4)² + (0,4)² + (1,4)² + (-1,6)² + (2,4)² + (-0,6)² + (1,4)² + (-0,6)² + (0,4)² + (-1,6)² + (2,4)² + (0,4)² + (-2,6)²)

     =  2,568

Standardabweichung (mittlere quadratische Abweichung)
s  =  

  =  


für Beispielstichprobe: s  =  

  =  1,603

Klassen

· entspricht der Einteilung der Stichprobe in Gruppen nach einem Kriterium

· zumeist wird der Wert der Elemente der Stichprobe verwendet

· die Anzahl der Klassen richtet sich nach der Aufgabe (für diskrete Werte nimmt man of nur einen Wert in eine Gruppe z.B.: Würfelzahlen: jeder Wert ist eine Klasse; für sehr viele diskrete Werte bzw. reelle / kontinuierliche Werte nimmt man die Klasseneinteilung linear oder auch logarithmisch in einer überschaubaren Klassenanzahl vor z.B. Werte von 1 bis 100 könnten in 10 Klassen eingeteilt werden(1-10; 11-20; 21-30; 31-40; ...; 91-100)
· jede Klasse hat also entweder eine obere und untere Grenze oder aber einen Mittelwert und eine Spannweite (für obiges Beispiel: 5,5 +/-5; 15,5 +/-5; 25,5 +/-5; 35,5 +/-5; ...; 95,5 +/-5)
Häufigkeit (absolute, relative)

· die absolute Häufigkeit gibt den genauen Zählwert der Stichprobenelemente innerhalb einer Klasse an

· die graphische Darstellung erfolgt zumeist als Balkendiagramm

für Beispielstichprobe: 

	gewürfelter Wert
	Klasse
	Anzahl /

absolute Häufigkeit

	1
	1
	2

	2
	2
	4

	3
	3
	3

	4
	4
	5

	5
	5
	3

	6
	6
	3

	
	Summe:
	20





· bei der relativen Häufigkeit wird der Gesamtumfang der Stichprobe gleich 100% bzw. gleich 1 gesetzt und dazu die absolute Häufigkeit innerhalb der einzelnen Klassen ins Verhältnis gesetzt; die Summe aller relativen Häufigkeiten der Klassen muß 100% bzw. 1 ergeben

· hier bieten sich zwei Diagrammtypen an; einmal das erwähnte Balkendiagramm und zum anderen Summen-/Stapel- od. Torten-/Kreisdiagramme

für Beispielstichprobe: 

	gewürfelter Wert
	Klasse
	absolute Häufigkeit
	relative Häufigkeit
	relative (prozen​tuale) Häufigkeit

	1
	1
	2
	0,10
	10%

	2
	2
	4
	0,20
	20%

	3
	3
	3
	0,15
	15%

	4
	4
	5
	0,25
	25%

	5
	5
	3
	0,15
	15%

	6
	6
	3
	0,15
	15%

	
	Summe:
	20
	1,00
	100%
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Aufgabe:

1. Berechnen Sie für die einzelnen relativen Häufigkeiten die Fehler, wenn der Erwartungswert gleich 0,16666 (jede Zahl taucht gleichhäufig auf) ist!

1.3.1.2. Beispieldaten: Kurs 1997/98/99

Würfelziel 1000 Würfe; normaler Sechser-Würfel







Die Kurven - oder besser die Meßreihen - für die Würfel 1, 2 und 6 entsprechen den weitläufigen Vorstellungen. Eventuell hätte man schon hier gleichmäßigere Verteilungen erwartet. Der Durchschnitt aller drei Meßreihen - was einer Stichprobe von 3000 Würfen entspricht, liegt schon wieder dichter am Optimum.




Völlig anders Verhalten sich die Meßreihen von den Würfeln 3, 4 und 5. Ihre Kurven sind viel zackiger und unregelmäßiger.




Diese Meßreihen sind mit gezinkten Würfeln entstanden. Das schönste Ergebnis bietet Würfel 5, jedenfalls wenn man bei einem Spiel mit notwendigen Sechsen gewinnen will. Das Zinken erfolgte mit kleinen Metallstücken, die in kleine gebohrte Löcher bei der Eins gefüllt wurden. Bei Würfel 5 war die Gewichtsverlagerung so gut, daß die „schwere Eins“ häufiger unten zu liegen kam. Für den Würfler bedeutet dies ja bekannterweise die geliebte Sechs.

1.3.2. EIGENsche Spiele

Manfred EIGEN hat in seiner wissenschaftlichen Laufbahn viele Spiele untersucht. Im Vordergrund stand dabei immer die Frage, ob man Spiele dazu benutzen kann Sachverhalte aus der Natur zu simulieren. Ganz provoziert gefragt: Ist die Natur vielleicht ein riesiger Spielplatz?

EIGEN benutzte für seine ersten Untersuchungen einfache Brettspiele, die fast ausschließlich von Würfeln bestimmt wurden. Eigentlich nennt er sie selbst Kugelspiele, dies geht aber nur auf die Form der Spielsteine ein - nicht aber auf die zweidimensionale Spielfläche. Einfache - jedes Mal mit leicht veränderten - Regeln machten dieses System sehr variabel. Das Spielbrett besteht aus einem quadratischen Gitter mit 8 Gitterpunkten pro Kante. Wir werden wegen der leichteren Verfügbarkeit von Würfeln mit 6 Wahlmöglichkeiten auf ein 6 x 6 Spielfeld reduzieren.   

Für das erste Spiel benötigen wir nur eine 4 x 4 Fläche. Jeder Spieler erhält 16 Spielsteine einer Farbe. Jeweils 8 Steine werden zusammenhängend auf eine Seite des Spielfeldes gelegt.

Die Regeln:

1. Die Spieler würfel abwechselnd!

2. Eine ungerade gewürfelte Zahl berechtigt zum Entfernen eines beliebigen feindlichen Steins!

3. Spielende nach bestimmter Zeit (z.B. 5 min) oder nach festgelegter Anzahl von Würfen (z.B. 100)!

Aufgaben:

1. Skizzieren Sie in das folgende Diagramm die von Ihnen erwartete Verteilung der Ergebnisse ein, wenn 100 Partien durchgeführt werden würden!

2. Führen Sie 10 Partien durch!

3. Zeichnen Sie Ihre und die zusammengefaßten Ergebnisse Ihrer Mitschüler in ein exaktes Diagramm ein!

4. Bewerten Sie Ihre Erwartungen! 




Da dieses Spiel recht wenig Abwechslung bietet, kann man die Simulation auch einem Rechner überlassen.

Aufgaben:

1. Stellen Sie Voraussagen für die Häufigkeitsverteilung der einzelnen Endsituationen für Partien mit sehr großer Zugzahl (/ Wurfzahl / Spieldauer) auf! Begründen Sie Ihre Aussagen!

2. Simulieren Sie das Spiel mit Hilfe eines Computers! Variieren Sie die Anzahl der Züge um einige Zehnerpotenzen mit mindestens je einem Zwischenschritt! (Programm: EIGEN1)

3. Stellen Sie die Simulationsergebnisse graphisch dar und geben Sie eine Interpretation!

4. Warum heißt dieses Spiel Irrflug (engl.: random flight oder random walk)? Welche natürlichen Prozesse unterliegen den gleichen Gesetzmäßigkeiten bzw. zeigen die gleichen Phänomene?

5. Welchen begründeten Rat muß man Roulettspielern auf den Weg geben, wenn Sie z.B. nur auf Farbe (rot oder schwarz) bzw. Gerade oder Ungerade setzen wollen! Welche Gewinnchancen bestehen bei dieser Setzart?

Untersuchen wir ein weiteres Spiel von EIGEN. EIGEN hat dieses Spiel, das ehemals nach Überlegungen der Physiker Tajana und Paul EHRENFEST entstanden ist, von der Urnenvariante in die Kugelspielvariante umgeändert. In der Urnenvariante wird in eine sichtdichte Schachtel / Sack / Urne nach einer Kugel gegriffen und dann nach den Regeln verfahren. In der Kugelspielvariante kommen die folgenden Regeln zum Tragen:

Regeln: (EIGENsche Kugelspielvariante des EHRENFESTschen Urnenmodells)

1. Die Spieler würfel abwechselnd zuerst die x- und dann die y-Koordinate aus! (Für Sechser-Würfel: Zahlen über der Knotenzahl werden ignoriert! Es wird nochmals gewürfelt)

2. Befindet sich noch kein Stein bzw. ein feindlicher auf dem Gitterpunkt, so wird diese Position mit einem Stein belegt!

3. Spielende nach bestimmter Zeit z.B. 5 min oder nach festgelegter Anzahl von Würfen (z.B. 100)!

Nun wollen wir uns aber nicht mit der doch recht langatmigen 2-Spieler-Version quälen. Wie wir gesehen haben leistet der Computer das gleiche Spiel viel genauer und schafft viel mehr Züge in der gleichen Zeit. Nutzen wir also dieses Medium, um schneller zu genaueren Ergebnissen zu kommen. In diesem Fall wählen wir das Programm EIGEN3. Lösen Sie dazu die folgenden Aufgaben!

Aufgaben:

1. Stellen Sie Voraussagen für die Häufigkeitsverteilung der einzelnen Endsituationen für Partien mit sehr großer Zugzahl (/ Wurfzahl / Spieldauer) auf! Begründen Sie Ihre Aussagen!

2. Simulieren Sie das Spiel mit Hilfe eines Computers! Variieren Sie die Anzahl der Züge um einige Zehnerpotenzen mit mindestens je einem Zwischenschritt! (Programm: EIGEN3)

3. Stellen Sie die Simulationsergebnisse graphisch dar und geben Sie eine Interpretation!

4. Warum heißt dieses Spiel Gleichgewicht? Welche natürlichen Prozesse unterliegen den gleichen Gesetzmäßigkeiten bzw. zeigen die gleichen Phänomene?

5. Erklären Sie das Zustandekommen eines statistischen (dynamischen) Gleichgewichtes!

Einige weitere Erweiterungen und Variationen des Urnenmodells überlaß ich dem Selbststudium durch Interessierte. Besonders die Kooperationsvariante bietet einige neue Aspekte. Zur Bearbeitung der Spiele stehen die Programme EIGEN3, EIGEN4 und EIGEN6 zur Verfügung. Die Variante 3 von EIGEN wurde wegen der Abwandlung als Vier-Personen-Spiel hier weggelassen.

Die nun folgende Kugelspielvariante eines weiteren einfachen Spiels ist an das Urnenmodell angelehnt. Seine Ergebnisse sind aber von grundsätzlich anderem Charakter, so daß es hier auch besprochen werden soll.

Die Regeln:

1. Das Spielfeld wird abwechsend und regellos mit Spielsteinen belegt.

2. Nun werden immer abwechsend mit 2 Würfeln die Positionen eines Steines ermittelt.

3. Ist dies ein eigener Stein kann ein beliebiger feindlicher Stein vom Spielfeld entfernt und dieser durch einen eigenen Stein ersetzt werden.

3. Spielende nach bestimmter Zeit z.B. 5 min oder nach festgelegter Anzahl von Würfen (z.B. 100)!

Aufgaben:

1. Stellen Sie Voraussagen für die Häufigkeitsverteilung der einzelnen Endsituationen für Partien mit sehr großer Zugzahl (/ Wurfzahl / Spieldauer) auf! Begründen Sie Ihre Aussagen!

2. Simulieren Sie das Spiel mit Hilfe eines Computers! Variieren Sie die Anzahl der Züge um einige Zehnerpotenzen mit mindestens je einem Zwischenschritt! (Programm: EIGEN7)

3. Stellen Sie die Simulationsergebnisse graphisch dar und geben Sie eine Interpretation!

4. Warum heißt dieses Spiel Alles oder Nichts? Welche natürlichen Prozesse unterliegen den gleichen Gesetzmäßigkeiten bzw. zeigen die gleichen Phänomene?

5. Erklären Sie das Zustandekommen des Effekts!

Abschließend wollen wir die 3 Grundspiele Irrflug, Gleichgewicht und Alles oder Nichts miteinander vergleichen.

	Kriterium
	Irrflug
	Gleichgewicht
	Alles oder Nichts

	Häufigkeitsvertei​lung der einzelnen Besetzungszu​stände
	· alle Besetzungs​zustände treten gleich häufig auf
	· je geringer die Abweichung ist, umso häufiger treten die Beset​zungszustände auf
	· je größer die Abweichung ist, umso häufiger treten die Beset​zungszustände auf

	bevorzugte Be​setzungszustände
	· kein Besetzungs​zustand wird be​vorzugt
	· bevorzugt wird der Gleichbeset​zungszustand
	· bevorzugt wer​den die beiden reinen Beset​zungszustände

	Wahrscheinlich​keit der Verände​rung der aktuellen Verteilung
	· voll zufällig
	· je größer die Abweichung von der Gleichbeset​zung, umso häu​figer wird die ak​tuell bevorzugte Kugelsorte er​setzt
	· 

	Abhängigkeit von der Kugelzahl
	· 
	· 
	· 

	Abhängigkeit von der Spielzüge
	· 
	· 
	· 

	Abhängigkeit von der Anzahl der (Solo-)Spiele
	· 
	· 
	· 

	Besonderheiten im zeitlichen Verlauf
	· es treten kurz​zeitig auch recht stabile, gerichte​te Abweichun​gen vom Gleich​besetzungszu​stand auf, man spricht von klei​nen Katastro​phen
	· zu Anfang ist die Veränderung sehr groß

· je näher der Gleichbeset​zungszustand ist, umso langsamer geht die Annähe​rung

· kurzzeitige Abweichungen bleiben klein und werden schnell wieder ausgegli​chen

· am Ende liegt normalerweise Gleichbeset​zungssituation vor
	· beim Erreichen eines Schwellenwertes / einer kritischen Anzahl nimmt das Schicksal seinen Lauf

	
	· 
	· 
	· 

	praktisches Vorkommen

(Naturwissen​schaften, ...)
	· Driftprozesse

· Geschlechtsver​hältnisse bei Nachkommen
	· Molekülverteilun​gen in Physik und Chemie

· Massenwirkungsgesetz in chemi​schen Gleichge​wichten

· Populationsdy​namiken

· geregelte Ketten​reaktion in Kern​kraftwerken
	· Autokatalysen

· Reproduktion

· Kernspaltung

· verzweigte Ket​tenreaktionen

· Explosionen / Detonationen

· Brütertechniken (Kerntechnik)

· Bevölkerungs​explosion

· Bildung eines Ak​tionspotentials an Nervenzellen

	praktisches Vorkommen

(Spielbereich)
	· reine Glücksspiele (Roulett, ...)

· Würfelspiele
	· 
	· 


EIGENscher Vergleich: /sinngemäß aus EIGEN entnommen/

	Kriterium
	Irrflug
	Gleichgewicht
	Alles oder Nichts

	
	· beide Kugelsor​ten treten im zeit​lichen Mittel mit gleicher Häufig​keit in Erschei​nung, ohne daß der Gleichbeset​zungszustand bevorzugt ist
	· beide Kugelsor​ten treten mit gleichen mittle​ren Besetzungs​zahlen in Er​scheinung

· aufgrund einer besetzungsab​hängigen Selbst​regelung ist die​ser Gleichbeset​zungszustand bevorzugt
	

	
	· alle Besetzungs​zustände, in de​nen eine Kugel​sorte im Über​schuß vorhanden ist, treten mit gleicher Wahr​scheinlichkeit auf
	· die mittlere Ab​weichung vom Gleichbeset​zungszustand sind proportional zur Quadratwur​zel der durch​schnittlichen Be​setzungszahl

· bei großen Ku​gelmengen sind also die relativen Abweichungen vom Mittelwert klein
	

	
	· da keine speziel​le Kugelvertei​lung bevorzugt ist, kommt der Gleichverteilung beider Kugelsor​ten keine beson​dere Bedeutung zu

· bei großen Ku​gelmengen tritt sie - relativ gese​hen - nicht häufig in Erscheinung
	· innerhalb des (oben) definier​ten Schwan​kungsbereiches hat die Gleichbe​setzung auch ei​ne maximale Wahrscheinlich​keit

· dieser Zustand tritt häufiger auf als irgendein an​derer
	

	
	· die Wiederkehrzeit - das ist die Zeit bzw. die Zahl der Würfe, nach der eine bestimmte Kugelverteilung sich (im Mittel) reproduziert - ist für sämtliche Besetzungszustände gleich

· für jeden gerade auftretenden Zustand existiert ein „Kurzzeitgedächtnis“
	· die Wiederkehr​zeit ist umge​dreht proportio​nal zur Wahr​scheinlichkeit des betreffenden Besetzungszu​standes

· die Gleichbeset​zung reproduziert sich daher am häufigsten

· es existiert ein „Langzeitge​dächtnis“ für den Zustand der Gleichbesetzung
	

	
	· extreme Abwei​chungen von der Gleichbesetzung werden nach ei​ner endlichen Zahl von Würfen erreicht, die im Mittel proportio​nal zum Quadrat der gesamten Kugelzahl ist
	· extreme Abwei​chungen von der Gleichbesetzung kommen schon bei relativ kleinen Kugelzahlen praktisch nie vor

· ihr Auftreten wird durch die Selbst​regelung - deren „Kraft“ um so größer wird, je größer die Schwankung ist - verhindert
	


1.3.3. Glücksspiele in Naturwissenschaft, Ökonomie, Millitärwissen​schaft, Politik, Gesellschaft und Technik

Nachdem wir uns nun mit verschiedene Varianten von rein theoretischen Glücksspielen beschäftigt haben, wenden wir uns nun mal ein paar praktischen Anwendungen zu. Dabei soll nicht die reele Praxis - sondern vielmehr das Prinzip der Anwendbarkeit aufgezeigt werden. Einige Beispiele sind abgespeckte Varianten von wirklich benutzten Systemen oder Strategien.

1.3.3.1. Beispiele aus der Millitärwissenschaft

Wären nicht die vielen Toten sowie materiellen und ideelen Schäden, dann könnte man Kriege oder millitärische Auseinandersetzungen als Spiele von Erwachsenen, Interessengruppen, herschenden Klassen und Völkern betrachten. Auch hier steht der Sieg oder die maximale Schwächung des Gegners im Vordergrund - nur das diese Spiele an der Substanz menschlicher Beziehungen nargen. Wählen wir deshalb auch eine Form der gerechten “Kriegsführung“ - die Verteidigung.

Der Angreifer (ROT) hat eine erprobte Taktik zum Angreifen eines Objektes von BLAU. Er setzt zwei Flugzeuge ein, die hintereinander in Reihe fliegen. Nur eines der Flugzeuge trägt die Waffe zur 100%igen Vernichtung des Objektes. BLAU hat nur einen Abwehrjäger zur Verfügung. Es ist nur Zeit, um einen der Bomber anzugreifen. Der Jäger kann das erste Bombenflugzeug angreifen. Dann wird er von beiden Bombern beschossen. ROT schießt dann den Jäger mit 70% Wahrscheinlichkeit ab. Greift der Jäger das hintere Flugzeug an, so kommt ein Abschuß des Jägers nur mit 30% zustande. Übersteht der Jäger den Beschuß durch die Bomber, dann kann er wiederum mit 60%iger Wahrscheinlichkeit den angegriffenen Bomber vernichten.

Wie werden sich beide Parteien verhalten, um das für sich selbst beste Ergebnis zu erzielen?

Betrachten wir zuerst einmal die Handlungsvarianten der beiden Parteien.

ROT:


R1:
vorderes Flugzeug ist Bombenträger


R2:
hinteres Flugzeug ist Bombenträger

BLAU:


B1:
vorderes Flugzeug angreifen


B2:
hinteres Flugzeug angreifen

Damit ergeben sich vier Spielvarianten: (R1 und B1; R1 und B2; R2 und B1; R2 und B2). In der zweiten und dritten Variante kommt es zur Vernichtung des Objektes (Vernichtung: VR1/B2 = VR2/B1 = 100%), da der Jäger das falsche Flugzeug gewählt hat. Im Falle R1 mit B1 wird der Jäger zu 70% vernichtet. In den restlichen 30% kann er den richtig gewählten vorderen Bomber mit einer Chance von 60% zerstören. 

Betrachten wir kurz den Wahrscheinlichkeitsbaum:

                  vorderer Bomber

                         (
             (((((((((((((((((((((((((
         0,7 (                       (0,3

      J(ger abgeschossen      J(ger bek(mpft Bomber

             (                       (
             (           (((((((((((((((((((((((((
             (       0,4 (                       (0,6

     Vernichtung des Objektes            Objekt unbeschadet

Das ergibt für das Objekt eine Wahrscheinlichkeit der Vernichtung:

VR1/B1 = 0,7 + 0,3 * 0,4 = 0,82        entspricht 82%

Für die letzte Variante ergibt sich:

                   hinterer Bomber

                         (
             (((((((((((((((((((((((((
         0,3 (                       (0,7

      J(ger abgeschossen      J(ger bek(mpft Bomber

             (                       (
             (           (((((((((((((((((((((((((
             (       0,4 (                       (0,6

     Vernichtung des Objektes            Objekt unbeschadet

VR2/B2 = 0,3 + 0,7 * 0,4 = 0,58        entspricht 58%

Stellen wir nun die Varianten des Spieles in einer Tabelle dar:

	gewählte Handlungsvariante
	R1
	R2

	B1


	0,82
	1,00

	B2


	1,00
	0,58


Solche Tabellen nennt man auch Auszahlungsmatrix.

Mathematisch ist unser Problem eine lineare Optimierungsaufgabe. Genaugenommen sind es natürlich zwei. Eine für ROT und eine für BLAU. Jeder will ja ein bestmögliches Ergebnis.

Für ROT:



R1 + R2 = ZR (( MAX

Zielfunktion


{der Einsatz der Strategien R1 und R2 sollen zusammen den maximalen Erfolg bringen}
bei B1:
0,82 R1 + 1,00 R2 ( 1

Bedingungsfunktionen

bei B2:
1,00 R1 + 0,58 R2 ( 1


{die Reaktionen auf das Gegnerverhalten (B1 bzw. B2) sind abhängig von den Nutzeffekten; die 1 auf der rechten Seite ergibt sich als maximaler Anteil einer der Strategien}

R1, R2 ( 0




allgemeine Bedingungen


{die Strategiehäufigkeit muß für jeden Fall größer oder gleich Null sein, da negative Häufigkeiten nicht definiert sind (lineare Optimierungsprobleme sind immer nur für den positive Zahlen definiert)}
nach Umstellen der Gleichungen erhalten wir die linearen Gleichungen:


R1 = - R2 + ZR


R1 = - 1,22 R2 + 1,22


R1 = - 0,58 R2 + 1

Die graphische Darstellung in einem R2-R1-Koordinatensystem (R2 ( x; R1 ( y) ergibt:




Interessant ist nur der 1. Quadrant, da als allgemeine Bedingung gilt, daß alle R1- und R2-Verhältniswerte positiv sein müssen. Der Bereich zwischen Koordinatenursprung und dem Schnittpunkt beider Bedingungsgleichungen ist die Lösungsmenge für dieses Spiel. Es sind aber alle gültigen Lösungen - von der Besten bis hin zur Schlechstesten. Die beste Lösung können wir jetzt nur bei Betrachtung der Zielfunktion finden. Die gepunktete Gerade ist die Zielfunktion durch den Koordinatenursprung. Sie dient nur zur Orientierung. Sie muß nun so verschoben werden, daß sie bei Einhaltung der Bedingungsfunktionen den höchsten Wert (Maximum) erreicht. Mit anderen Worten muß sie so verschoben werden, daß ihr ZR-Wert (Schnittpunkt mit der R2-Achse) den größten Wert hat, aber noch innerhalb der Lösungsbereiches sein muß. Dies wird durch die gepunktete Gerade dargestellt. Für R1 ergibt sich der Wert 0,801 und für R2 0,344. Auf 100% bezogen bedeutet dies für R1 gleich 70% und für R2 gleich 30%. Somit sollte ROT also zu 70% die Taktik R1 (Angriff mit Bombe im vorderen Bomber) und den Rest der Angriffe mit Taktik R2 durchführen. Durch Einsetzen der graphisch bestimmten Werte für R1 und R2 kann man die höchstmöglich Vernichtungsrate für das Objekt berechnen.

R1 + R2 = ZR
0,801 + 0,344 = 1,144



 = 

 

X = 87,4%
Es wird also - bei Annahme, daß sich beide Gegner bestmöglich verhalten - bei 87,4% liegen.

Nun ist natürlich auch die sinnvollste Verteidigungsvariante bestimmt. Zu 70% sollte BLAU den vorderen Bomber angreifen. Diese Werte stimmen natürlich nur wenn ROT wirklich zufällig die Bewaffnung der Bomber vornimmt. Läßt sich eine durch BLAU eine von ROT verwendete Reihenfolge oder Gesetzmäßigkeit erkennen, so kann BLAU seine Verteidigung anpassen und seine Chancen verbessern.

Natürlich hätten wir die Berechnungen auch für BLAU machen können. Es müssen nur R1 und R2 getauscht werden, und schon kann’s losgehen.

Aufgaben:

1. Verändern Sie die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen bestimmter Effekte wie unten angegeben! Berechnen Sie die optimale Strategie für diese Werte!

Abschuß bei Angriff des vorderen Bomber.......................................................: 0,4

Abschuß bei Angriff des hinteren Bomber........................................................: 0,15

Erfolg des Angriffes des Jäger (, wenn die Bomberverteidigung erfolglos war): 0,8

1.3.3.2. Beispiele aus der Gesellschaft - Gesellschaftsspiele

Fast jeder hat es schon mal gespielt und versucht seinem Gegner irgendwie den nächsten Zug zu entlocken. Gemeint ist die Grundvariante von STEIN-SCHERE-PAPIER

	
	
	
	Spieler 2
	

	
	Zug


	Stein
	Schere
	Papier

	
	Stein


	0 \ 0
	+ \ -
	- \ +

	Spieler 1
	Schere


	- \ +
	0 \ 0
	+ \ -

	
	Papier


	+ \ -
	- \ +
	0 \ 0


Aufgaben:

1. Stellen Sie die Auszahlungsmatrix für eine erweiterte Variante STEIN-SCHERE-PAPIER-BRUNNEN- ... auf!

2. Welche Strategie sollte man bei unendlich vielen Spielzügen bzw. Spielen verfolgen!

1.3.3.3. Beispiele aus der Naturwissenschaft

1.3.3.4. Beispiele aus der Ökonomie

1.3.3.5. Beispiele aus der Politik

1.3.3.6. Beispiele aus der Technik

1.4. Strategiespiele - eine Frage des Geistes und der Intelligenz

1.4.1. Einführung

	Fahrerreaktion

Straßenverlauf
	nach rechts lenken
	gerade lenken
	nach links lenken

	Kurve nach rechts


	+
	-
	-

	gerade


	-
	+
	-

	Kurve nach links


	-
	-
	+


1.4.2. NIMM-Spiele

Normal- und Misère-Version

1.4.2.1. Das Spiel der 23 Hölzer

Die Beschreibung dieses NIMM-Spiel ist recht einfach:

Man legt 23 Objekte (Streichhölzer) auf das Spielfeld. Die Spieler nehmen nun abwechselnd 1 bis 3 Objekte vom Spielfeld. Wer das letzte Objekt nehmen muß, hat verloren.

Aufgaben:

1. Spielen Sie dieses Spiel mit verschiedenen Partnern!

2. Verfolgen Sie das Spiel und versuchen Sie eine Gewinnstrategie zu entwickeln!

3. Spielen Sie das Spiel gegen den Computer! Testen Sie dabei Ihre Strategie!

4. Bereiten Sie eine Präsentation Ihrer Startegie vor! Zeigen Sie den Entwicklungsweg Ihrer Strategie auf! Wie erfolgreich ist Ihre Strategie?

Nach einigen Spielen stellt man fest, daß man bei einigen Objektzahlen gar nicht gewinnen kann. Zuerst fällt es bei der 5 auf. Ist man nun am Zug, ist es völlig egal, wieviele man nimmt, der Gegner kann immer so reagieren, daß nur noch ein Objekt übrig bleibt. Und das muß man dann nehmen und verliert zwangsläufig. Wenig später folgt die Feststellung, daß auch bei 9 ein ähnlicher Effekt auftritt. Nach und nach entwickelt sich die folgende Reihe solcher Zahlen. Man nennt sie magische Zahlen, da sie spielentscheidend sind. Sie sind sogenannte Gewinn- bzw. Verlustpositionen, je nach Standpunkt.

1, 5, 9, 13, 17, 21

Jetzt wird die Tücke des Spiels besonders deutlich. Hat man einen guten Spieler gegenüber (, der die Strategie schon kennt), entscheidet sich das Spiel schon nach dem 1. Zug. Beginnt der Gegner und nimmt er 2 Objekte, so kann man das Spiel nur noch gewinnen, wenn er einen Fehler macht.

Das Spiel wird bei höheren Objektzahlen dann schnell wieder interessant. Auch ein (zufälliger) Wechsel der Startanzahl macht das ganze dann wieder Anspruchsvoll.

Schnell hat man dann die gesamte Reihe bis zur Maximalzahl im Kopf oder rechnet die nächste magische Zahl mit einer einfachen Formel aus.

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 53, 57, 61, 65, 69, 73, 77, 81, 85, 89, ...

magische_Zahl = 4 N + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...

Machmal ist es doch gut, wenn man die Malfolge der vier beherscht. 

Formulieren wir nun die Gewinnstrategie/Gewinnalgorithmus:

1. Ermitteln der nächstgelegenen kleineren magischen Zahl

2. Prüfen, ob nur noch ein Objekt vorhanden ist; wenn ja, dann Spiel verloren (STOP)

3. Prüfen ob durch Entnahme von 1, 2, oder 3 Objekten eine magische Zahl erreichbar ist; wenn ja, dann diese Anzahl Objekte entnehmen, sonst Verlegenheitszug  machen (beliebig 1, 2 oder 3 Objekte entnehmen);

4. anderen Spieler ziehen lassen und mit 1. fortsetzen

oder in der Form eines Struktogramms: (reines Spiel)
{setzt ordnungsgemäßes Spiel voraus}

((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
("Spiel der 23 H(lzer"                                      >(
((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(H(lzerzahl := 23                                            (
((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(Spielernummer := 1                                          (
((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(solange H(lzerzahl > 1                                      (
((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  ("derzeit sind noch", H(lzerzahl, "H(lzer im Spiel"      >(
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  ("Zug ", Spielernummer, "Spieler"                        >(
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  ("Wieviele H(lzer nimmt Spieler", Spielernummer, "?: "   >(
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (> ZugSpieler                                             (
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  ( H(lzerzahl := H(lzerzahl - ZugSpieler                   (
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (? Spielernummer = 1                                      (
(  ((((((((((((ja(((((((((((((     (((((((((((nein((((((((((((
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (Spielernummer := 2          (Spielernummer := 1          (
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
("Spieler ", Spielernummer, "hat verloren !"                >(
((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
Das Struktogramm ändert sich entsprechend, wenn jetzt z.B. Spieler 1 vom Computer simuliert werden soll, und er die beste Strategie spielen soll.

(  ("Zug ", Spielernummer, "Spieler"                        >(
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (? Spielernummer = 1                                      (
(  ((((((((((((ja(((((((((((((     (((((((((((nein((((((((((((
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (KleinereMagischeZahl(>H(l-  ("Wieviele H(lzer nehmen     (
(  (zerzahl;MagischeZahl>)      ( Sie?: "                    (
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (? H(lzerzahl - MagischeZahl (> ZugSpieler                (
(  (   = 4                      (                            (
(  (((((ja(((((     ((((nein((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  ((((((((((((((((((((((((((((((                            (
(  (Spielerzug :=(Spielerzug := (                            (
(  (Zufall(1-3)  (H(lzerzahl -  (                            (
(  (             (MagischeZahl  (                            (
(  (((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  ( H(lzerzahl := H(lzerzahl - ZugSpieler                   (
Bleibt bloß noch die Ermittlung der gerade kleineren, magischen Zahl:

(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(> H(lzerzahl                         (
(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(MagischeZahl := 1                    (
(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(solange MagischeZahl + 4 < H(lzerzahl(
(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(  (MagischeZahl := MagischeZahl +4   (
(  ((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
(MagischeZahl                        >(
(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((
Aufgabe für Freaks:

  Erstellen Sie aus dem Struktogramm ein Programm in einer von Ihnen gewählten Programmiersprache (z.B.: BASIC, PASCAL, C)!

Wir wollen nun das Spiel wieder interessanter machen. Außer der Veränderung der Startanzahl bleibt noch die Anzahl, der maximal zu entnehmenden Objekte. Diese Zahl wird im Folgenden maximale Entnahmemenge genannt.

Aufgaben:

1. Spielen Sie das NIMM-Spiel mit jeweils ausgewürfelter maximaler Entnahmemenge! (Die erwürfelte Zahl wird um 2 erhöht!) Bestimmen Sie die Startzahl eventuell auch über den Zufall (z.B.: Startzahl = Würfel1 * Würfel2 + 23) oder nehmen Sie immer eine Zahl (größer 40)!

2. Entwickeln Sie eine allgemeine Strategie für dieses NIMM-Spiel!

Hier ergeben sich zusätzlich, ähnliche Gewinnreihen, wie oben:

M = 4

1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, ...

magische_Zahl = 5 N + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...

M = 5

1, 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, ...

magische_Zahl = 6 N + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...

M = 6

1, 8, 15, 22, 29, 36, 41, 48, ...

magische_Zahl = 7 N + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...

M = 7

1, 9, 17, 25, 33, 41, 49, 57, ...

magische_Zahl = 8 N + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...

M = 8

1, 10, 19, 28, 37, 46, 55, 64, ...

magische_Zahl = 9 N + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...

Nun wollen wir mal sehen, ob sich diese gesammelten Informationen zu einer allgemeingültigen Strategie für dieses NIMM-Spiel verdichten lassen. Da der Faktor vor N in der Reihendefinition immer um eins größer ist, als die maximale Entnahmemenge, kommen wir zu folgender verallgemeinerten Reihendefinition:

M = maximale_Entnahmemenge 
M ( N
magische_Zahl = N (M+1) + 1

N = 0, 1, 2, 3, ...; N ( N
Der Algorithmus verändert sich nur geringfügig, da wir die Ermittlung der magischen Zahl nicht direkt betrachtet haben:

1. Ermitteln der nächstgelegenen kleineren magischen Zahl

2. Prüfen, ob nur noch ein Objekt vorhanden ist; wenn ja, dann Spiel verloren (STOP)

3. Prüfen ob durch Entnahme von 1 bis maximale_Entnahmemenge Objekten eine magische Zahl erreichbar ist; wenn ja, dann diese Anzahl Objekte entnehmen, sonst Verlegenheitszug  machen (beliebig 1 bis maximale_Entnahmemenge Objekte entnehmen);

4. anderen Spieler ziehen lassen und mit 1. fortsetzen

1.4.2.2. Kugel-NIMM

1.4.2.3. Froschhüpfen

1.4.3. Würfelkippen

1.4.4. LIFE

LIFE-Fight

1.4.5. Gefangenendilemma - oder der Krieg der Strategien

1.4.5.2. Das Grundproblem

1.4.5.2. Das Gefangenendilemma bei AXELROTH

	Verhaltensweisen


	kooperieren
	defektieren

	kooperieren


	5 \ 5
	2 \ 6

	defektieren


	6 \ 2
	3 \ 3


1.4.5.2. Eine ökonomische Variante des Gefangenendilemmas

Zwei Ölkonzerne stehen sich in einer begrenzten Region im Benzinverkauf gegenüber. Der Verkauf des Benzins erfolgt normalerweise kostendeckend, also plus minus Null (Ein kleiner Profit ist geplanterweise natürlich drin!). Jeder Konzern hat die Potenzen den Markt mit seinem Benzin zu überschwemmen. Dadurch sinkt der Preis. Durch künstliche Erzeugung eines geringen, aber permanenten Mangels können die Konzerne den Preis erhöhen und so pro Umsatzeinheit mehr Profit erwirtschaften. Dabei besteht natürlich die Gefahr, daß der andere Konzern in die Lücke springt und den Markt überflutet, was ihm einen großen Wettbewerbsvorteil einbringen würde.

Jeder Konzern kann also als mögliche Verhaltensweisen 


a) den Markt überfluten oder 


b) einen künstlichen Mangel erzeugen

Die folgende Spielmatrix zeigt die verschiedenen zusätzlichen Gewinnmöglichkeiten:

	
	
	Konzern B

	
	Verhaltensweisen


	Angebotsbegrenzung
	Überangebot

	Konzern A
	Angebotsbegrenzung


	5 \ 5
	2 \ 6

	
	Überangebot


	6 \ 2
	3 \ 3


Die Auszahlungsmatrix zeigt eindeutig, daß es sich nicht um ein Nullsummenspiel handelt. Für unterschiedliche Verhaltenskombinationen ergeben sich unterschiedliche Gewinnsummen, hier zwischen 6 und 10 differierend.

Aufgaben:

1. Entwerfen Sie eine sinnvolle Auszahlungsmatrix für eine Nullsummen-Variante dieses Spiels! Begründen Sie die Wahl der Einzelgewinne je Konzern und Verhaltensvariante!

1.5. kombinierte Spiele

1.6. Spiele und Computer

2. Modellbildung und Simulation

2.1. Sinn und Zweck von Simulationen

Am Beispiel militärischer Probleme oder dem Ausprobieren eines unbekannten Stoffes (Medikament) am Menschen wird deutlich, daß man nicht unbedingt gleich zur Praxis oder zum Selbstversuch schreiten möchte. Eine Betrachtung in der Theorie ist zwar möglich, aber man muß immer mit einem Unsichheitsfaktor - dem theoretisierenden Menschen - rechen. Die Ergebnisse sind fraglich und selten nachvollziehbar.

Deshalb benutzt man viel lieber zuerst Modelle der Realität, spielt daran ein Szenario durch und leitet bestimmte Sachverhalte oder Strategien ab. Sind die Modelle gut genug beschrieben, dann kann auch jeder die Ergebnisse überprüfen.

Aber auch andere Situationen können für Simulationen an Modellen sprechen. Denken wir an Prozesse, die in sehr kleinen oder großen Räumen bzw. Zeiten ablaufen. Z.B. Vorgänge im submikroskopischen Bereich, Vorgänge der Evolution usw.. Eine Klärung von Problemen ist dann nur über Modelle und Simulationen möglich.

Aber hinter Simulationen steckt noch ein ganz anderer Effekt. Wenn man etwas simulieren will, braucht man erst ein Modell. Ein Modell kann man sich aber im Algemeinen nur erstellen, wenn man sich über die inneren Zusammenhänge klar ist. Sind diese unbekannt muß man erst hypothetische Modelle erstellen, die man dann an sich selbst und gegen die Praxis prüft. Simulationen sind also bei der Analyse von Systemen und ihrem Verhalten sehr hilfreich. 

In der menschlichen Gesellschaft werden Modelle und damit mögliche Simulationen aber auch zum Training von Verhaltensmuster genutzt. Im Falle von Flugsimulatoren scheint uns das auch gleich sehr sinnvoll. Schon wenn Kinder sich als  Mutter, Vater und Kind in eine Rollensituation versetzen, simulieren sie - lernen sie - späteres Verhalten. Hier wird auch der Zusammenhang mit den Spielen deutlich. Auch bei Modellen, Simulationen usw. setzt sich der Mensch in den verschiedensten Varianten mit Konflikten auseinander und versucht diese für sich oder die Gesellschaft optimal zu lösen.

2.2. Systeme

Da sehr viele Dinge von noch mehr äußeren Faktoren abhängig sind, versucht man diese irgendwie sinnvoll abgegrenzt oder eingegrenzt zu betrachten. Man nimmt sich ein mehr oder weniger großes, funktionierendes Objekt aus der Realität. So etwas nennt man dann ein System. Die Systemfunktion wird auch Systemzweck genannt. 

Jedes System kann für sich als Black-Box betrachtet werden. In dem Fall interessiert die innere Struktur (noch) nicht. Jedes System hat zu seiner Systemumgebung (Umwelt) die verschiedensten Beziehungen. Mit der Umwelt kann ein System Energie, Stoff und Information austauschen. Man unterscheidet Eingänge (Input) und Ausgänge (Output). Die Ausgänge machen das Verhalten des Systems für uns beobachtbar.
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Später wird man bemüht sein, ein genaueres Modell des Systems zu erstellen. Durch Analyse werden die möglichen Systemelemente erkannt und zwischen ihnen sind Beziehungen vorhanden. Diese nennt man auch Relationen. Jedes Systemelement kann wiederum als System - zur Unterscheidung dann als Subsystem, Teilsystem, Modul oder Untersystem bezeichnet - betrachtet werden. Dieses schrittweise Zerlegen der Systeme kann man vielfach sehr weit fortsetzten. Dies ist dem eigentlichen Ziel der Systembetrachtung oder Systemanalyse nicht immer unbedingt förderlich. Man hält dann an geeigneter Stelle an und betrachtet die folgenden Subsysteme als Black-Box. Natürlich kann jedes System auch wieder als Element eines größeren Systems (Übersystem) betrachtet werden. Man begrenzt zweckmäßiger Weise irgendwann die Hierachie der Systeme untereinander. Dabei darf aber das Systemverhalten nicht (bzw. sehr wenig) beeinflußt werden.



Zu Anfang ist man schnell verleitet, ein System als die Summe seiner Elemente zu betrachten. Dies ist aber grundsätzlich falsch. Ein bestimmtes System kann nicht einfach um Systemelemente verkleinert werden. Der ursprüngliche Systemzweck wird nicht mehr erfüllt - wir haben es mit einem anderen System oder einer Systemruine zu tun.

Besonders größere Systeme und solche, die von mehreren Faktoren abhängig sind, können in ihrem Systemverhalten selten exakt genug vorausgesagt werden. Dies  wird vor allem dann deutlich, wenn man die äußeren Faktoren nur geringfügig verändert. Eigentlich erwartet man dann auch nur geringfügige Veränderungen im Systemverhalten.

Komplexe Systeme bringen aber auch völlig neue Eigenschaften hervor. Dies wird vielleich an lebenden Systemen besonders leicht einsichtig. Nehmen wir den Menschen. Er ist ein offensichtlich sehr kompliziertes System. Selbst die gleiche Person vermittelt uns beim morgentlichen „Guten Morgen“ jedes Mal etwas anderes. Mal freundlich, mal noch müde, mal gestreßt, ... usw. je nach den aktuellen Bedingungen. Und es ist doch immer der gleiche Mensch. Auch seine Sytemelemente (Organsysteme, Organe, ..) sind wahrscheinlich immer noch die Selben. Eine Voraussage über das nächste „Guten Morgen“ ist fast wie ein Lotteriespiel. Zu viele Faktoren beeinflussen die Ausdrucksformen (Outputs) des Menschen. 

Aber was passiert, wenn auf einmal ein Element eine kleine Systemveränderung (z.B. Krankheit) durchmacht. Nehmen wir einen Schnupfen. Es ist nicht nur die vermehrte Schleimhautproduktion, die unser Verhalten verändert. Nein wir fühlen uns nicht wohl, wir bekommen vielleicht Fieber, die Atmung fällt uns schwer, das Essen schmeckt nicht mehr, ... Kleine Ursache mit komplexer Wirkung. Vieles nicht mal voraussehbar - es sei denn wir konnten schon Erfahrungen zu solchen Systemverhaltensstörungen machen.

Diese unvorhersehbare Verhalten komplexer Systeme werden von der Chaostheorie erfaßt. Aber das ist ein sehr weites Feld.

Wir werden in Folge den Begriff System so benutzen, als wäre das betrachtete Objekt ein Auschnitt aus der Realität.

BOSSEL (/2/ S.16) fordert für die Zuordnung zu den System von einem Objekt folgende Eigenschaften:

· es hat (eine) bestimmte Funktion(en) (Systemzweck(e)) (Systemidentität)

· die Funktion(en) gehen von den Elementen und den Relationen aus

· es ist unteilbar bei gleichzeitiger Beibehaltung des Systemverhaltens und des Systemzweckes (Systemintegrität)

Man sollte aber beachten, daß die Bewertung der Eigenschaften zum einen subjektiv sein kann und zum andern vom jeweiligen Standpunkt abhängt.

(Standpunkt BOSSEL(/2/ S.16 f.): Stuhl ist ein System; Sandhaufen ist kein System; Staßburger Münster ist ein System; Organismen, Maschinen, Organisationen und die integrierten Prozesse der ökologischen Umwelt sind Systeme)

Unterscheidung von Systemen

Kriterium


Form



Beispiel

Zeitabhängigkeit des Systemverhaltens

· statisch

· dynamisch

Veränderlichkeit der Systemgrößen

· deterministisch

· stochastisch

Wertebereich der Systemgrößen

· diskret, binär, dual

· kontinuirlich, analog

· kombiniert

Aufgaben:

1. Suchen Sie sich ein Objekt mit Systemcharakter aus Ihrer Umgebung heraus!

2. Kennzeichnen Sie Input und Output!

3. Beschreiben Sie das Verhalten des Systems unter verschiedenen Einflüssen!

4. Finden Sie mindestens 3 unter- und übergeordnete Systemebenen! Stellen Sie diese Systemebenen auf einem A3-Blatt graphisch dar!

2.3. Modelle

Das Abgrenzen von Objekten aus der Realität hat einen bitteren Beigeschmack. Wir können keine Veränderungen betrachten, die außerhalb der von uns gezogenen Systemgrenzen liegen. Somit entspricht unser System also nicht mehr dem Orginal. Solche zweckentsprechend eingegrenzten  System sind dann Modelle. Sie sind vereinfachte Abbildungen der Realität. Modelle dienen der Darstellung, Veranschaulichung, dem Nachvollzug von bestimmten Sachverhalten des Objektes. Durch die Beschränkung auf einige Detail wird ein Objekt für uns verständlicher und wir können daran einige Aufgaben vollziehen - soweit es eben das Modell erlaubt. . Zu einem Objekt können dabei eine Vielzahl von sehr unterschiedlichen Modellen existieren. Jedes von ihnen beschreibt nur wenige Details des modellierten Objektes. Die Beachtung der Modellgrenzen ist sehr wichtig. Die meisten Fehler treten gerade dann auf, wenn man glaubt, ein Modell beschreibt das Objekt vollständig.

Modelle sollten in den Punkten:

· Struktur

· Verhalten

· Empirik (Simulationsergebnisse, reale Meßwerte)

· Anwendung (Modellvereinfachung läuft nicht dem Modellziel entgegen)

dem Original entsprechen.

Den Vorgang des Erstellen und Darstellen eines Modells nennt man Modellbildung und Modellierung. Zumeist werden Modelle durch die Analyse der Systeme erstellt. Aber auch die Synthese eines Modells aus bekannten Untermodellen ist denkbar. Die Untermodelle werden dann solange in den verschiedensten Kombinationen zusammengestellt, bis das Systemverhalten hinreichend genau repräsentiert wird.

Simulation sind Spiele oder Experimente mit dem Modell unter den verschiedensten Bedingungen.

Simulationen dienen auch der Vervollkommnung der Modelle. Das Kriterium, ob ein Modell bestätigt (verifiziert) werden kann, ist der Vergleich von Simulationsdaten und empirischen Daten des Realsystems.
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2.4. Modellarten

Modelle gibt es wie Sand am Meer. Eigentlich ist alles, womit wir uns in irgendeiner Form geistig beschäftigen ein Modell. Aber auch viele Dinge, die wir schaffen sind wieder Modelle. 

Einige Beispiele sollen die Formenvielfalt der Modelle deutlich machen:

Denkmodelle

Texte / Beschreibungen / Definitionen / Begriffe

räumliche Modelle / Nachbildungen

graphische Modelle / Flußdiagramme / Wirkungsgraphen

mathematische Modelle

komplexe Modelle

kombinierte Modelle

ideologische Modelle / Weltanschauung

Interessanterweise werden die Modelle, die wir in irgendeiner Form schaffen, selbst wieder Elemente der Realität. Von der Realität können wir uns wieder Modelle schaffen, usw. usf.

Unterscheidung von Modellen

Kriterium


Form


Beispiel

Zeitabhängigkeit des Modellverhaltens

· statisch



Belastung einer Brücke

· dynamisch

Veränderlichkeit der Modellgrößen

· deterministisch

· stochastisch

Wertebereich der Modellgrößen

· diskret, binär, dual

· kontinuirlich, analog

· kombiniert

2.4.1. statische Modelle

Sie sind sicher der Inbegriff eines Modells. Der Systemzweck wird nicht veränderlich modelliert. Diese Modelle dienen hauptsächlich der Anschauung. In der einfachsten Form sind es verkleinerte oder vergrößerte Nachbildungen von Objekten. Denken wir z.B. an ein Atommodell. Zu Anfang waren die Modellvorstellungen vom Atom sehr einfach. Es waren bei LEUKIPP und DEMOKRIT nur einfache Körper. Heute sind unsere Vorstellungen weit detaillierter. Wir unterscheiden die verschiedensten Elementarteilchen, die sich in bestimmten Teilen des Atom aufhalten sollen. Dies läßt sich als räumliches Modell recht gut darstellen und ist für uns auch gut vorstellbar. Natürlich kann ein Modell soweit reduziert werde, daß nur noch eine Zeichnung oder ein Text übrigbleibt. Für wissenschaftliche Zwecke wird das Atom lieber als mathematisches Modell in irgendwelche Formeln gepresst. Jedes Modell - vom antiken bis zum postmodernen, vom anschaulichen bis zum mathematischen - hat seine jeweilige Existenzberechtigung für den jeweiligen Modellzweck. 

Nun sind die Dinge aber selten so star und unveränderlich. Man sucht veränderliche - dynamische - Modelle. Nur bewegliche Elemente, wie z.B. ein Rad an einem Matchbox-Auto erfüllt aber noch nicht die Bedingung der echten Dynamik eines Modells.

2.4.2. dynamische Modelle

Dynamische Modelle sind durch eine veränderliche Darstellung ihres Systemzweckes gekennzeichnet. Das Verhalten des Modells ändert sich in Abhängigkeit von äußeren und inneren Faktoren. Im günstigsten Fall entspricht das Modellverhalten dem Systemverhalten und das wiederum dem Verhalten der Realität.

Nehmen wir als ein recht einfaches Beispiel einen Crashtest. In ihm wird das Verhalten des Systems Auto bei einem Aufprall simuliert. Der Modellzweck ist hier sicher der Crash. In statisch zu erfassen ist wohl kaum möglich oder sinnvoll. Die Dummies ersetzen die empfindlichen Menschen. Damit ist der Test nicht mehr real, aber durch gut Wahl der Dummies und ihrer Eigenschaften wird der Crashtest wieder realistisch. Die spätere Prüfung der Testergebnisse an reelen Unfällen betätigt dann den Test oder eben nicht. 

Solche echten Materialschlachten lassen sich nur begrenzt durchführen. In den meisten Fällen wird man bemüht sein einfacher zu Ergebnissen zu kommen. Die Mathematik bietet hier ungeahnte Möglichkeiten. Denn schließlich kann man wohl alles berechnen.

In der Praxis unterscheidet man zwischen diskreten und kontinuierlichen dynamischen Modellen. Die diskreten, dynamischen Modelle zeichnen sich durch eindeutige Zustände aus. Die Übergänge zwischen den Zuständen erfolgen in ihrem zeitlichen Verlauf als Sprünge. Die Anzahl der Zustände wird meist auf einem überblickbaren Bereich beschränkt. 




In diskreten Modellen sind keine Zwischenstufen definiert. Z.B. die Zahl der Autos eines Systems stammt immer aus dem Bereich der natürlichen (ganzen) Zahlen. Werden die Zustandszahlen sehr groß oder möglicherweise gar unendlich, so spricht man von kontinuierlichen, dynamischen Modellen. Die Unterschiede zwischen den Zuständen werden unbedeutend klein und die graphische Darstellung in der Zeit entspricht einer Kurve. Für jeden Punkt auf der x-Achse ist einPunkt auf der y-Achse feststellbar.




2.4.2.1. Simulationsarten

Für dynamische Modelle muß man oft auf Berechnungen zurückgreifen. Simulationen auf Computer setzen immer mathematische Modelle voraus. Die Zusammenhänge können dabei deterministisch oder stochastisch beschrieben werden. Deterministische Zusammenhänge sind gesetzmäßig und durch eindeutige Ursache -Wirkungsbezeihungen charakterisiert. Z.B.:

· Wenn die Temperatur unter 0°C fällt, dann beginnt das Wasser in den Seen zu gefrieren.

· 1 + 3 = 4

· 2 H2  +  O2  (((  2 H2O  ; (RH = - 484 kJ * mol-1 

· {aabc, abbc, abbb}  (  {aaac, abbc}  =  {aaac, aabc, abbc, abbb}

· R = U / I 

Ausgehend von einer bestimmten Konstellation der Eingangsgrößen erbringt ein deterministisches System immer das gleiche - eindeutig bestimmte - Ergebnis (Ausgänge).

Anders bei stochastischen Zusammenhängen. Hier werden nur Wahrscheinlichkeiten zwischen einer Ausgangs- und einer Endsituation ausgedrückt:

· Wenn die Sonne am Abendhimmel rot untergeht, wird im Allgemeinen der nächste Tag auch schön.

· Zu 68% wird es morgen regnen.

· Die höchste Reinheit, die man bei der Silizium-Kritallzüchtung bisher erreicht hat beträgt 99,999999%. Das heißt auf 100.000.000 Atome findet man ein Fremdatom.

· Bei der Zeugung eines neuen Menschen entsteht zu 53% ein Junge.

Bei deterministischen Beschreibungen muß man sich der Berechnungsgrundlage schon sehr sicher sein, sonst könnten kleine Fehler böse Konsequenzen haben. 

Da man sich bei stochastischen Aussagen kaum mit der inneren Struktur des Systems beschäftigen muß - man stellt ja nur Zusammenhänge zwischen In- und Output her - ist diese Form dann angebracht, wenn noch keine eindeutig gesicherten Erkenntnisse vorliegen. Auch bei unübersichtlich großen und variablen Systemen, wie z.B. biologische oder soziologische, ist eine Beschreibung über Wahrscheinlichkeiten viel effektiver. Geringe Änderungen der Ausgangswerte haben hier selten große Änderungen bei den Ergebnissen zur Folge (jedenfalls statistisch betrachtet). 

In vielen Fällen benutzt man Differenzen- oder Differentialgleichungen für die Berechnungen. Dieses Vorgehen darf aber nicht kritiklos hingenommen werden. Mit solchen Gleichungen läßt sich faßt alles berechnen. Da können auch schon mal aus negativen Anzahlen von z.B. Lebewesen neue Individuen entstehen. Aber auch einzelne oder nur 0,2 Individuen zeugen dann ganz ruhig und ohne Probleme viele Millionen Nachkommen. Der Einwand der Protagonisten dieser Gleichungen verweist dann darauf, daß man ja ein Vielfaches betrachten könnte. Also z.B. das 20zigfache von 0,2. Das würde dann 4 bedeuten und die könnten sich sicher gut vermehren. Probiert man aber das Gleichungssystem mit den neuen Werten kommt man sehr häufig auch zu völlig anderem Systemverhalten.

Die Rechengrößen entsprechen oft auch keinen echten Systemelement mehr. Damit werden diese Größen zwar mathematisch und statistisch interessant, aber zum reelen Systemverständnis tragen sie nur wenig bei.

2.5. diskret-stochastisch-dynamische Modelle

Gehen wir von einem sehr einfachen und sehr häufig strapazierten Modell aus:

An einer Straße liegt von Bäumen verborgen eine Autowaschanlage. Autofahrer fahren von der Hauptstraße zufällig ab. Im Schnitt sind dies 20 pro Stunde (alle 3 min eins). Die Zufahrt (Einbahnstraße) zur Waschstraße ist so lang, daß beleibig viele Autos dort warten können. Ein Vorbeifahren ist nicht möglich. Die Waschzeit beträgt 4 min pro Auto. 

Hier gibt es eine Menge möglicher und interessanter Fragen, z.B.:

· Gibt es vielleicht eine Warteschlange? 

· Wielange muß ein Auto durchschnittlich warten? 

· Wie lang könnte die Warteschlange werden? 

· Was passiert, wenn der Waschstraßenbesitzer eine zweite Anlage dazu baut? 

· Wie werden die Anlagen ausgenutzt?

Als modellhafte Darstellung bietet sich die folgende an:
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Die Zeichen in der unteren Skizze stehen dabei modellhaft für die darüberstehenden Elemente.

Aufgaben:

1. Finden Sie weitere Beispiele für solche Bedienungssysteme!

2. Skizzieren Sie ein Bedienungssystem mit zwei Bedienstationen!

3. Skizzieren Sie ein Bedienungssystem mit zwei Warteschlangen uns drei Bedienstationen und einer Möglichkeit die Bedienstationen nicht zu benutzen!

Nun wollen wir einige einfache Simulationen mit unserem System anfangen.

Fangen wir bei der Quelle an. Die Autos sollen zufällig von der Straße abfahren und sich vor der Waschanlage anstellen. Um das zufällige Erscheinen zu simulieren, benutzen wir einen Zufallsgenerator. Zufälle kann man entweder mit einem Würfel erzielen oder mit fertigen Zufallstabellen. Zufallstabellen enthalten „erwürfelte“ Zahlen im Bereich von 0 bis 1. 

	Position
	Zufallszahl
	Position
	Zufallszahl
	Position
	Zufallszahl

	1
	0,83
	11
	0,47
	21
	0,96

	2
	0,38
	12
	0,28
	22
	0,19

	3
	0,89
	13
	0,37
	23
	0,30

	4
	0,15
	14
	0,69
	24
	0,53

	5
	0,72
	15
	0,45
	25
	0,59

	6
	0,49
	16
	0,73
	26
	0,47

	7
	0,37
	17
	0,53
	27
	0,63

	8
	0,79
	18
	0,84
	28
	0,77

	9
	0,08
	19
	0,31
	29
	0,06

	10
	0,46
	20
	0,23
	30
	0,42


Aufgaben:

1. Stellen Sie die Zufallszahlen graphisch dar!

2. Ermitteln Sie den Durchschnitt der Spalten der Zufallszahlen und den Gesamtdurchschnitt!

In unserem Beispiel können wir diese Zahlen wie folgt anwenden. Da im Durchschnitt alle 10 min ein Auto kommen müßte, brauchen wir nur folgende einfache Rechnung durchzuführen um die Pause zwischen zwei Autoankünften zu berechnen.

Pausenzeit
= runden ( Zufallszahl * ( Durchschnitt i.E. - 1 i.E.) * 2 ) + 1 i.E.

Die 1 min muß hier beachtet werden, damit keine Zeitdifferenzen von 0 min auftrteten - also 2 gleichzeitige Anforderungen auftreten können.

Die erste Zufallszahl wird beliebig gewählt. Die weiteren zu benutzenden Zahlen folgen dann in der Tabelle. Für die Beginnposition 23 ergibt sich also:

Pausenzeit
= runden (0,30 *(3 min - 1 min ) *2 ) +1 min



= runden (1,2 min ) + 1 min



= 1 min + 1 min



= 2 min

Unser erstes Auto kommt also nach 2 min an der Waschanlage an. Nun wird es 5 min bedient und dann entlassen. Nach 7 min ist alles erledigt und das Auto zieht mit einem strahlenden, stolzen Autofahrer von dannen.

Aufgaben:

1. Stellen Sie die Ankunftszeiten für 20 Autos graphisch dar!

2. Ergänzen Sie die Darstellung um die Bedienzeiten!

3. Ermitteln Sie die Maximalanzahl der Autos in der Warteschleife!

4. Vergrößern Sie die Bedienzeit um eine oder zwei Minuten und ermitteln Sie jetzt die maximale Warteschlangenlänge!

Nicht in allen Fällen ist die Bedienzeit immer konstant. Vielmehr hängt die Bedienzeit von der speziellen Art der Anforderung ab. In unserem Waschstraßenbeispiel könnte dies die Wahl der verschiedenen Waschprogramme sein. Da jedes Auto zufällig ein Programm auswählt ist die Bedienzeit variabel. Auch hier können wir die Zufallstabelle benutzen, um die verschiedenen Bedienzeiten zu erwürfeln. Als Bezugsgrößen werden hier die minimale und die maximale Bedienzeit benutzt. Die einzelnen Zeiten sich wieder diskret und im Bereich gleichverteilt. Die Bedienzeit berechnet sich folgendermaßen:

Bedienzeit
= runden(Zufallszahl*(Maximum i.E. -Minimum i.E.)) + Minimum i.E.

Aufgaben: 

1. Verändern Sie das Modell um eine variable Bedienzeit von 2-6 min! Simulieren Sie an der Bedienstation 20 Anforderungen!

2. Vergleichen Sie mit den Simulationen zu konstant 4 min Bedienzeit!

Bei stark frequentierten Bedienstationen mit größerer Bedienzeit wird man schnell geneigt sein, sich eine zusätzliche Bedienstation zuzulegen. Dadurch müßte die erste Bedienstation entlastet werden und die Warteschlange sollte auch kürzer werden. Der Einfachheit halber gehen wir hier davon aus, daß sich zwei gleichleistungsfähige Bedienstationen hinter einer Warteschlange befinden. Für den Fall, daß beide Stationen frei sind, wird die zu benutzende Station zufällig ausgewählt.



Eine andere Variante der Verbesserung eines Bediensystems ist die Reduzierung der Bedienzeit. Ist die Reduzierung der Bedienzeit um die Hälfte eigentlich einer Verdopplung der Bedienstationen gleichwertig?

Aufgaben:


Ein Geschäft hat pro Tag 50 Kunden. Die Kunden kommen durchschnittlich alle 10 min. Für die Bedienung eines Kunden benötigt eine „normale“ (ungelernte) Verkäuferin zwischen 6 und 10 min. Durch ein neue (sehr gut ausgebildete) Verkäuferin, die doppelt so schnell arbeitet, und natürlich doppelt soviel Lohn haben möchte, kann die Bedienzeit auf die Hälfte reduziert werden. Alternativ kann eine zweite (normale) Verkäuferin eingestellt werden.

1. Stellen Sie begründete Voraussagen zur Gleichwertigkeit der Alternativen auf!

2. Prüfen Sie Ihre Voraussagen durch einige statistisch gesicherte Simulationen! (Sicherung durch mindestens 3 Simulationen (echten Zufallsgenerator verwenden!))

Solche - doch sehr einfachen - Bedienmodelle kann man auch zu Wirtschaftlichkeitsuntersuchungen benutzen. Natürlich müssen die Simulationsdaten nun mit ökonomischen Daten in Beziehung gesetzt werden und entsprechend weitere Rechnungen durchgeführt werden.

Für eine neue Firma kann man bei der benötigten Maschine zwischen verschiedenen Versionen auswählen. Der Preis der Maschine richtet sich vor allem nach der Arbeitsgeschwindigkeit. Die Arbeitsgeschwindigkeit gibt die Firma immer mit der Durchschnittszeit an. Die unterschiedlichen Varianten der hergestellten Produkte (zeitkritisch) lassen die Durchschnittszeit um plus / minus 5 Tage schwanken. Die Herstellerfirma gibt die folgenden Preise an:




Die Firma selbst rechnet mit 100 Aufträgen für diese Maschine. Jeden Monat kommen durchschnittlich 1,5 Aufträge. 

Aufgabe:

1. Ermitteln Sie, welche Maschine bestellt werden sollte? Begründen Sie Ihre Meinung unter anderem mit fundierten Simulationen und klaren graphischen Darstellungen der Ergebnisse!

Für die Simulation der verschiedenen Situationen ergibt sich folgendes Bild für die charakteristischen Werte des Bediensystems:













Man kann deutlich erkennen, daß die zu bestellende Maschine eine durchschnittliche Bedienzeit von 20 bis 25 Tagen realisieren muß, da sonst die Zeit pro Auftrag, die Warteschlange und die Auslastung ungünstigere Werte ergeben. Aufgrund des Preisgefüges wird man wohl mehr zu der Maschine mit der längeren Bedienzeit greifen und die Wartezeiten - wenn möglich - in Kauf nehmen.




komplexe Aufgabe:


Eine Firma produziert verschiedene Busse (klein, mittel, groß; normal und Luxus). Je nach Kundenwunsch werden für die Herstellung eines Busses 2 bis 6 Arbeitstage benötigt. Jeder Produktionstag kostet die Firma 8000 DM (2000 DM für Material, 3000 DM für die Maschinen und 3000 DM Löhne). Der Preis des Busses berechnet sich nach der Herstellungszeit mit je 10000 DM pro Produktionstag. Für die Wartezeit von mehr als 7 Arbeitstagen gibt die Firma pro Tag 500 DM Rabatt. 


Ein Arbeitstag ohne Produktion kostet wegen der Löhne (3000 DM) für die Arbeiter und der Maschinenstillstandszeiten (2000 DM) insgesamt 5000 DM. Durchschnittlich alle 5 Arbeitstage kommt ein Auftrag für einen Bus rein. (eine Produktionslinie hält rund ein Jahr)

1. Simulieren Sie diese Firma für 1 Jahr Auftragseingänge (rund 52 Arbeitswochen)!

2. Machen Sie eine Einnahmem-Ausgaben-Rechnung auf! Wie wirtschaftlich ist die Firma im 1.Auftragsjahr?

3. Alternativ sieht ein anderes Firmenmanagement ein Produktpreis pro Produktions​tag von 11000 DM vor. Analysen ergaben dafür je ein Auftrag in 6 Arbeitstagen. Welches Management wäre wirtschaftlich günstiger?

4. Im 2.Auftragsjahr verbessert sich die Auftragslage wegen der Firmenaufgabe eines Konkurenten. Jetzt kommt alle 3 Arbeitstage ein Autrag. Beurteilen Sie die Simulationsdaten für einen solchen Fall!

5. Wie verändert sich die Situation, wenn für das 2. Jahr entweder zwei Produktionslinien angeschafft werden oder eine doppelt so teure und doppelt so schnelle Produktionslinie? (nur eine Variante simulieren!)

2.6. kontinuierlich-deterministisch-dynamische Modelle

Für die diskret-stochastisch-dynamischen Modelle waren die Zusammenhänge ziemlich klar. In unseren Beispielen wäre es sogar möglich gewesen, die Berechnungen mit der Hand bzw. die Simulation mit Würfel und Schreib- bzw. Zeichenpapier zu erledigen. Der Computereinsatz war vor allem deshalb so günstig, weil er uns die stupide Wiederholung immer gleicher Rechnungen oder Tätigkeiten abnahm. Natürlich wollen wir diesen Effekt auch bei dem neuen Modelltyp anwenden. Hier wird der Rechner aber zum Mittel der Simulation.

Grundlage der Simulation der kontinuierlich-determinitisch-dynamischen Modelle sind zumeist Differentialgleichungen. Veranschaulichen wir deren Prinzip noch einmal kurz, um die Schwierigkeiten beim Umgang mit diesen mathematischen Modellen deutlich zu machen.

Als Modell nehmen wir mal eine Wanderung eines Gebirgswanderes. An bestimmten Stellen (alle Kilometer; gemessen mittels Schrittzähler) notiert er sich die Zeit.




Unter Verwendung dieser Daten können wir einige Aussagen zur Wander​geschwindigkeit machen.

Aufgaben:

1. Ergänzen Sie die fehlenden Werte in der obigen Tabelle!

2. Stellen Sie die Werte graphisch dar!

3. Interpretieren Sie die Graphiken!







Die berechnete Durchschnittsgeschwindigkeit beträgt 4,06 km/h (1,13 m/s). Ermittelt man die Durchschnittsgeschwindigkeit aus Start- und Endzeit-Differenz und der Gesamtstrecke so erhält man 3,65 km/h (1,01 m/s). Da stimmt doch was nicht!?

Wie läßt sich der Sachverhalt klären?

Die Annahme, das für die Berechnung der Durchschnittsgeschwindigkeit der Anfangs- und Endpunkt reicht, ist falsch. Wichtig ist der zwischen den Punkten reel zurückgelegte Wert. Ist der Weg mehr oder weniger glatt, so nähern sich beide Durchschnittsberechnungen im Wert an. Ist der Weg sehr kluftig, so vergrößert sich die Differenz unter Umständen.

Auch am Beispiel der Höhe über 0 wird dies vielleicht deutlich. Der Wanderer bewegt sich zwischen den Höhen 800 und 1360 m. Dies ergibt eine Durchschnittshöhe von 1080 m. Die Berechnung aus den Einzelwerten aus der Tabelle liefert aber 951,43 m. Die Differenz ergibt sich aus der unterschiedlichen Häufigkeit für eine bestimmte Wanderhöhe. So hält sich der Wanderer viel länger und größere Wegabschnitte im unteren Bereich auf als in größeren Höhen. 

Schon die Berechnung der einzelnen Geschwindigkeiten zwischen den Kilometermarken ist problematisch. Kaum ein Wanderer wird zwischen zwei Punkten mit einer völlig gleichmäßigen Geschwindigkeit wandern. Vielmehr werden es kontinuirliche - fließende Übergänge sein. Auch wird innerhalb der Wegabschnitte die Schwindigkeit um den Mittelwert schwanken.

Als Ergebnis erhalten wir ein eher harmonisches Diagramm. Ursache für diesen Fakt ist natürlich auch die wahrscheinlich eher fließenden Übergänge bei den Höhenwerten.




Was machen wir nun mit diesen genaueren Informationen. Die Berechnung von Durchschnittsgeschwindigkeiten ist problematisch und im gewissen Sinne unsinnig. Die Rechnung wird immer genauer, je kleiner man die Abschnitte auf der x-Achse wählt. Auf diese Weise nähert sich die Verbindung der Punkte (Gerade) immer mehr der Form der Kurve an. 




Der Anstieg dieser Geraden - sie entspricht ja einer Sekante in einem Kurvenabschnitt - entspricht der Durchschnittsgeschwindigkeit für diesen Abschnitt. 



Die Sekante geht in eine Tangente über, wenn die Differenz unendlich klein gewählt wir. Nun hat man den Anstieg in nur einem Punkt - und das ist nun die Momentangeschwindigkeit.



Die Durchschnittsbildung über die Momentangeschwindigkeiten würde nun auch die exakte Festlegung der Durchschnittsgeschwindigkeit des Wanderers bewirken.

Beispiel Bevölkerungswachstum

2.7. Modellierungs- und Simulationssystem DYNASYS

2.7.1. Start und Ende

Zum Arbeiten mit dem Programm DYNASYS benötigt man WINDOWS ab einer 3.1x-Version. Nach der Installation hat man ein extra Ordner bzw. eine neue Gruppe. In dieser Gruppe befindet sich das Programm.

Wie unter WINDOWS üblich wird das Programm mit einem Maus-Doppelklick auf das Symbol des Programms DYNASYS gestartet.

Der Vorgang des Beendens entspricht dem normalere WINDOWS-Programme. Im Menü “Datei“findet man den Menüunterpunkt “Beenden“. Ist die Maus nicht mehr funktionsfähig, kann man Programme und Fenster mit der Tastenkombination   EQ \X(  Alt  ) - EQ \X(  F4  )  schließen und letztendlich WINDOWS verlassen.

2.7.2. Grundelemente von Dynasys-Modellen

Zuerst sollen hier alle Symbole für die Modellbeschreibungen in DYNASYS erläutert werden. Dies ist mehr eine Arbeitsübersicht und Orientierungsgrundlage. Eine schrittweise Beschreibung der Symbole erfolgt im nächsten Abschnitt anhand einfacher Modelle.

Grundelemente von DYNASYS-Modellen

	Symbol
	Bezeichung / Name
	Beschreibung
	Eingänge
	Ausgänge
	Bemerkungen
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	Zustand (-sgröße)
	Zustände sind Beschreibungs​größen eines Systems; sie beschreiben die augenblick​liche Situation durch charak​teristische Werte (Bestand, Speicher, Status);

Zustände haben immer einen Wert (deshalb ist auch ein Startwert notwendig)
	Eingänge kön​nen nur von Raten kommen
	Ausgänge sind zu Raten, Funk​tionen und Zwi​schenfunktio​nen möglich
	· in reinen deterministischen Sys​temen lassen sich bei bekann​tem Zustand x der nachfolgende Zustand x+1 (bei gleichem Mo​dell und Simulationsbedingun​gen) immer gleichartig ermitteln (Determinismus)
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	Sonderzustand:

Quelle / Senke
	dieses Symbol zeigt nicht näher definierte Zustände an, damit sind Verknüpfungen zu anderen Modelle möglich oder es sind (derzeit) uninteressan​te Zustände


	nur für Senke möglich
	nur für Quelle möglich
	· in einer Quelle werden neue Objekte aus dem Nichts ge​zeugt - sie sind sozusagen un​endlich große Reservoire

· in der Senke verschwinden die nicht mehr benötigten Objekte - hier kann man sich einen un​endlich großen Mülleimer vorstellen
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	(Änderungs-) Rate
	durch eine Rate wird ein Zustand verändert


	Eingänge sind von allen Sym​bolen (außer Sonderzustän​den und Raten) möglich
	der Ausgang (einer) geht im​mer zu einem Zustand (oder zur Senke)
	· mathematisch stellt es die rechte Seite einer Differential​gleichung dar
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	(Stoff-) Fluß
	verbindet über Raten zwei verschiedene Zustände


	
	
	· auf diesen Wegen bewegen sich die eigentlichen Objekte innerhalb der Simulation

· Flüsse sind in DYNASYS blau


	Symbol
	Bezeichung / Name
	Beschreibung
	Eingänge
	Ausgänge
	Bemerkungen
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	Zwischengröße

Funktion

Konstante
	· Zwischengrößen können bei genauerer Betrachtung alle anderen Systemelemente sein, sie sind aber entweder sehr komplex oder noch nicht näher spezifiziert

· Konstanten sind Einzelwerte, die sich während einer Simulation nicht ändern

· Funktionen sind Hilfsrechnungen, die innere oder äußere Einflüsse mehr oder weniger komplex beschreiben


	Zwischengrößen und Funktionen können außer von Raten und Sonderzuständen von allen Ele​menten Informa​tionen erhalten

für Konstanten ist dies nur eine erweiterte Kon​stantenbildung sinnvoll, dann ist es aber eigent​lich schon wie​der eine Funk​tion
	Funktionen und Zwischengrößen stellen Informa​tionen für ande​re Funktionen oder Zwischen​größen oder für Raten zur Verfü​gung

Konstanten ha​ben immer einen oder mehrere Ausgänge zu Raten, Funktio​nen oder Zwi​schengrößen


	· in DYNASYS werden diese Elemente einem Symbol zugeordnet

· Konstanten erscheinen in DYNASYS rot
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	Wirkpfeil
	Wirkpfeile stellen die Verbin​dung zwischen den einzelnen Elementen her;

sie zeigen das Bezeihungsge​füge der einzelnen Größen untereinander an;

die Pfeilrichtung entspricht dem Kausalzusammenhang (Ursache  (( Wirkung)
	entspricht dem Pfeilbeginn
	entspricht der Pfeilspitze
	


2.7.3. einfache Modelle - Beschreibung der Modellelemente

Für einen ersten Einstieg in die dynamischen Systeme wählen wir das Sparen nach Oma’s Strumpfmethode. Zur Erinnerung: Die Oma hat im Kleiderschrank einen dicken Wollstrumpf liegen, in den sie die zu sparenden Beträge steckt. Zur Bank will sie das Geld nicht bringen, da da nur Gauner arbeiten. In unserem Fall zweigt sie jeden Monat vom Wirtschaftsgeld einen kleinen (gleichen Betrag) ab, von dem Opa nichts weis. Wie wird sich Oma’s Strumpfguthaben in den nächsten Monaten entwickeln?

Analysieren wir das Modell zuerst. Das Guthaben im Strump ist ein Zustand. Er zeigt mit seinem Betrag den Zustand des Systems (“STRUMPF-SPAREN“) an. Da uns das Wirtschaftsgeld als weiterer Zustand in diesem Fall nicht interessiert, werden wir es nur als stoffliche Quelle für das zukünftige Sparguthaben betrachten. Von der imaginären Quelle strömt ein Geld-Fluß in den Sparstrumpf. Dieser Fluß ist mengenmäßig eingeschränkt. Der Betrag, den Oma jeden Monat beiseite legt, ist konstant.

Das zukünftige DYNASYS-Modell soll so aussehen:



2.7.3.1. Wie wird ein (solches) Modell in DYNASYS erstellt?

Beginnen sollte man immer mit den Zuständen. Dazu wird das entsprechende Symbol in der linken werzeugleiste gewählt. Die Zustände werden im Editorfenster so plaziert, daß genügend Platz zwischen ihnen für weitere Elemente vorhanden ist. Günstig ist es, alle neu erstellten Symbole gleich mit einem sinnvollen Namen zu versehen. Die Namensgebung erfolgt am Unkompliziertesten über das Anklickken des Objektes mit der rechten Maustaste. Achten Sie darauf, daß die Namen keine Leerzeichen enthalten dürfen! Man verwendet dann günstigerweise einen Unterstrich. Wir benötigen für unser erstes Modell nur einen Zustand, der “Sparguthaben“ heißen soll.

Um die Fragezeichen in den Symbolen werden wir uns später kümmern.

Als zweites sollte man die zusammengehörigen Zustände über Raten miteinander verbinden. Auch hier muß erst das passende Symbol aktiviert werden. Da unsere Geldquelle imaginär ist, wird diese Verbindung von einem freien Platz zum “Sparguthaben“ gezogen (Mausoperation). Ansonsten zieht man einen Stofffluß mit Rate von einem Zustand zum nächsten. Nach dem Benennen der benötigten Rate in “einzahlen“ können weitere Elemente erstellt werden.

Nun benötigen wir nur noch die Konstante - den monatlichen Sparbetrag. Nach dem Aktivieren des Symbols für Konstanten und Funktionen wird diese plaziert und benannt. 

Als Nächstes sollte man das Wirkungsgefüge erstellen. Dazu dient der dünne Pfeil, der mit dem Startpunkt. Einen Wirkpfeil zieht man bei gedrückter Maustaste von der Quelle (Ursache) zum Ziel (Wirkung). (Achtung! Der Mauszeiger ist die Spitze dieses Pfeils!)
Nun müssen wir uns noch mit den Fragezeichen in den Symbolen beschäftigen. Sie zeigen an, daß die Symbole und damit unser Modell noch nicht eindeutig definiert sind. Nach dem Wechsel auf den normalen Mauszeiger können nun alle Symbole angeklickt werden. Es öffnet sich zu jedem Symboltyp ein geeignetes Fenster, in dem die notwendigen Parameter eingetragen werden müssen. Der Zustand benötigt einen Startwert (Sparguthaben = 0 {DM}). Für die Rate “einzahlen“ legen wir den Bezug auf die Konstante “monatlicher_Sparbetrag“ fest. Und zu guterletzt wird die Konstante auf einen Wert gesetzt.

Hat alles geklappt, verschwinden die Fragezeichen und das Modell ist synthaktisch richtig. Das bedeutet alle Symbole stehen zueinander in der richtigen Beziehung und sie besitzen die prinzipiell richtigen Werte und Beziehungen. Rechtschreibung und Grammatik der Modellierungssprache wurden richtig benutzt. Dies bedeutet aber niemals, daß das Modell auch richtig ist! Die Bedeutung - der Inhalt ist vom Computer nicht prüfbar. Hier müssen wir unseren späteren Similationsergebnisse mit der Praxis vergleichen. Erst dann ist ein Modell bestätigt (validiert, verifiziert) oder nicht.

Bei manchen Modellen bietet es sich an diese auch schrittweise oder stufenweise aufzubauen. Dazu kann man natürlich ständig zwischen den verschieden Modellsymbolen wechseln. Man sollte aber auch das Abspeichern gesicherter oder wichtiger Zwischenversionen eines Modells nicht vergessen. Lieber einmal mehr gespeichert als alles noch einmal machen müssen. Denken Sie immer an MURPHY’s Computergesetze. Eins davon heißt: „Es geht immer das schief, was schon hundert Mal geklappt hat.“ Und ein anderes: „Es geht immer das Meiste schief, wenn man am Wenigsten damit rechnet.“ Glauben Sie mir - es ist so!

Zu guter Letzt lassen wir uns einmal die vom Modellierungssystem DYNASYS erstellte mathematische Form unseres Modells anzeigen. Dies findet man im Menüpunkt “Simulation“ - “Gleichungen“.

Man sollte es sich auch zur Gewohnheit werden lassen, eine Beschreibung des Modells mit seinen Bedingungen und Einschränkungen anzulegen. Morgen wird man sich noch an das Modell erinnern, aber in ein paar Tagen oder Monaten sind die einen oder anderen Dinge vergessen. Nichts ist schlimmer und schwieriger als sich in einem komplexen, fremden oder alten, schlecht dokumentierten Modell zurechtzufinden. Meist ist eine Neuentwicklung dann günstiger. Hierfür ist ein Extrabereich für die textliche Beschreibung unter “Simulation“ - “Modell Informa​tionen“ vorgesehen.

2.7.3.2. erste Simulationen mit DYNASYS-Modellen

Nun wollen wir die Funktionsfähigkeit unseres Modells prüfen. Dazu brauchen wir als Vergleich Realdaten. Wer eine Oma mit dieser Spar-Technik hat, kann sich sich ja von dort besorgen. Die Nachfolgenden stammen von meiner Oma - ganz ehrlich.




Nach 20 Monaten hat es meine Oma also auf 200,00 DM gebracht.

Testen wir nun unser Modell mit einer Simulation. Natürlich müssen wir die gleichen Bedingungen schaffen, um den Vergleich auch zuverlässig zu gestalten.

Aufgaben:

1. Passen Sie das Modell “STRUMPF-SPAREN“ an die obigen Werte an!

2. Speichern Sie die neue Modellversion ab!

Bevor Sie nun die Simulationen durchführen, müssen einige Einstellungen getroffen werden. Zuerst müssen Angaben zur Berechnung gemacht werden. Dazu gibt es den Menüpunkt “Simulation“ - “Numerik“. Hier werden die Startzeit = 0 , die Endzeit = 20 , Zeit- und Speicherintervall = 1 eingestellt. Für das Rechenverfahren nehmen wir das von EULER und CAUCHY. Als nächstes wählen wir im Menü “Ausgabe“ das “Zeitdiagramm“. Aus der Variablenliste wählt man die interessierenden Größen - hier das Sparguthaben - und bestätigt die Wahl. Es erscheint ein entsprechendes - noch leeres - Diagramm. Nun kann es richtig losgehen. Im Menü “Simulationen“ wählen wir jetzt “Starten“ und wie von Geisterhand wird das Diagramm mit einer Kurve (Gerade) gefüllt.

Der Vergleich der einzelnen Werte zeigt eine vollständige Übereinstimmung der Simulationsdaten mit den Realdaten. Dies bestätigt unser Modell wenigstens für diese speziellen Bedingungen. Nun können weitere Tests folgen, um das Modell entgültig zu verifizieren. 

Wir wollen hier nun noch die Gleichungen betrachten, die das System aus dem graphischen Modell und den Vorgaben erstellt:

 Zustandsgleichungen 

     Sparguthaben.neu <-- Sparguthaben.alt + dt*(einzahlen)

       Startwert Sparguthaben = 0 {DM}

 Zustandsänderungen 

     einzahlen = monatlicher_Sparbetrag

 Konstanten 

     monatlicher_Sparbetrag = 10 {DM}

 Zwischenwerte 

Das mathematische Modell besteht aus den vier Bereichen Zustandsgleichungen, Zustandsänderungen, Konstanten und Zwischenwerte. Die Zwischenwerte sind ohne weitere Eintragungen, so daß wir sie hier übergehen. Zu den Konstanten braucht man sicher auch nichts zu sagen, ihr Sinn und Inhalt wird sofort deutlich.

Die Zustandsänderungen sind die Raten mit denen der Stofffluß zwischen den Zuständen beeinflußt wird. In unserem Beispiel war es doch so, daß immer der gleiche Stofffluß erfolgt. Dieser war durch den von Oma festgelegten Betrag von 10 DM beschrieben. Genau dies steht auch in der Gleichung:

     einzahlen = monatlicher_Sparbetrag

Bleibt noch die Zustandsgleichung. Der Startwert für das Sparguthaben mußte ja für die Beschreibung des Zustandes zum Zeitpunkt 0 vorgeben werden. Ab dann wird gerechnet. Der neue Zustand ergibt sich aus dem alten Zustand bereinigt (verändert) um die Zustandänderungen. Das dt wird für die genauere Differentierung eingeführt. Man kann dies als den genauen Betrag der Veränderung für die in den Rechnungen verwendeten Zeitabschnitte betrachten.

Aufgaben:

1. Experimentieren sie einwenig mit den verschiedenen Möglichkeiten (Zeitdiagramm, Phasendiagramm und Tabelle)! Informieren Sie sich über die Zweckmäßigkeit der einzelnen Formen!

2. Geben Sie Interpretationsmöglichkeiten der verschieden Diagrammtypen an!

3. Prüfen Sie mit der Ausgabe in Tabellenform, ob die Simulation auch exakt den richtigen Endwert ermittelt hat!

2.7.3.3. Erweiterung eines Modells und Modellverbesserungen - diverse Sparmodelle

Natürlich hat Opa doch gleich gemerkt, das irgendwas mit dem Haushaltsgeld nicht stimmt. Bei der Erforschung der unbekannten Geldsenke findet er doch auch glatt Oma’s Geldstrumpf. Wie diesen nun am Besten ausbeuten, damit das eine oder andere Bierchen möglich wird.

In einer ersten Idee will sich Opa jeden Monat einen bestimmten Betrag rausneh​men. Er denkt an jeweils 5 DM.

Das Modell erhält nun aus Oma’s-Sparguthaben-Sicht eine nicht näher zu betrachtene Senke für das Geld. Der Regulator ist die Geldentnahme durch Opa der sich für einen konstanten Betrag entschlossen hat.



Aufgaben:

1. Erstellen Sie das obige Modell mit DYNASYS!

2. Simulieren Sie das Verhalten des Modell für 20 Monate und prüfen Sie es an nachgerechneten oder „orginalen“ Daten!

Der Stoff (hier ist es das Geld) fließt von der Senke über ein Beobachtungsfenster zu einer Senke. Interressiert uns z.B. die Geldmenge der Senke genauer, dann muß man hier ein weiteres Beobachtungsfenster (einen Zustand) einfügen.



Jetzt wird die Betrachtung mehrer Zustände in den Zeitdiagrammen oder Tabellen sinnvoll.



Diesen Verlauf der Kurven bzw. Geraden hätte man sicher auch erwartet. Wie sieht es aber aus, wenn Opa sich in einer zweiten Idee für die Entnahme immer genau der Hälfte des Sparguthabens entschließen würde.

Aufgaben

1. Erstellen Sie skizzenhaft ein mögliches Diagramm für Opa’s zweite Idee! Begründen Sie Ihren vorrausgesagten Kurvenverlauf!

2. Erstellen Sie ein Modell für diesen Fall!

3. Simulieren Sie das Verhalten des Modells für 20 Monate!

3. Prüfen Sie Modell und Ihre Vorraussage mit einer genauen Nachrechnung oder mit „Originaldaten“!

Hier nun eine mögliche Lösung mit Simulationswerten für die oben gemachte Parameter.



Wichtig ist es hier, die zwei verschiedenen Beziehungen zwischen Sparguthaben und auszahlen zu verstehen. Mit dem Doppelpfeil wird der Stofffluß charakterisiert, der durch das Ventil (die Rate) auszahlen beeinflußt wird. Wenn man dem Bild vom Ventil folgt, ist das Geld das Wasser in der Leitung. Anders ist die Beziehung mit dem einfachen Pfeil. Da die Rate auszahlen ständig darüber informiert sein muß, wieviel Geld Oma im Strumpf hat braucht sie dieses als Eingang. Auszahlen berechnet die Ventilgröße aus dem aktuellen Wert von Sparguthaben. Dies würde Opa ja auch so machen (müssen). Er zählt das Geld im Strumpf und halbiert es dann. Eine Hälfte für sich und eine bleibt in Oma’s Strumpf.

Betrachten wir nun einen Plot (ein Diagramm) für die besagte Simulation.



Die Kurve für das Sparguthaben von Oma ist schon recht interessant und ist vielleicht für eine genauere mathematische Betrachtung gut.

Wen wundert ist, daß Oma irgendwann Opa Heimlichkeiten herausbekommt. Sie reagiert mit dem Gang zur Sparkasse. Echtes Sparen mit Zinsen ist angesagt. 



2.7.3.4. diverse Kreditmodelle

Auf Pump leben, hatte schon früher seinen Reiz. Aber leider vergrößert sich das kleine Problem (irgendetwas nicht zu besitzen) in ein größeres - nämlich, daß man auf einem riesen Schuldenberg sitzen bleibt. 

Wir wollen hier einige etwas blauäugige Kreditmodelle aufstellen, die aber die Grundzüge klarstellen. Dabei sollen einige neue Funktionen besprochen werden.

Nehmen wir an, Oma nimmt einen Kredit von 1000 DM auf. Sie hat sich überlegt, das sie monatlich 70 DM zur Begleichung der Schulden bereitstellen kann. Die Bank will natürlich auch was an Oma’s Wünschen verdienen und belegt den Kredit mit einem Zins von 11,25% pro Jahr.

Aufgaben:

1. Erstellen Sie ein Modell, das Oma’s Kredit und die monatliche Rückzahlung!

2. Simulieren Sie das Verhalten des Modells für 20 Monate!

3. Interpretieren Sie das Zeitdiagramm!

Das Kreditmodell könnte in etwa so aussehen:



Für die angegebenen Daten ergibt sich der nachfolgende Graph:



Da hat Oma also ein echtes Problem, sie zahlt zu viel zurück. Ganze 320 DM.

Nein - eigentlich haben wir ein Problem - das Modell scheint wohl nicht ganz der Realität zu entsprechen. (Wenn wir davon ausgehen, daß der Bankangestellte Oma nicht einen fehlerhaften Vertrag aufgeschwatzt hat.)

Oma wir nur so lange Zahlen, bis der Kredit und die fälligen Zinsen getilgt sind. Unser Modell muß sich an die Situation anpassen. Wenn Oma aus dem Schuldbereich raus ist, dann wird sie die Zahlungen einstellen.

Für solche und ähnliche Fälle gibt es in DYNASYS die Bedingungsfunktion WENN.

Sie ähnelt der äquivalenten Funktion in Excell. Wenn Sie die schon kennen, fält Ihnen die Verwendung in DYNASYS sicher leichter.

Die WENN-Funktion bekommt in Klammern drei Argumente (Parameter) mit auf den Weg. Der erste Parameter ist die Entscheidungsbedingung. Sie muß mit ja oder nein beantwortbar sein. Z.B. kann man die Frage, ob der Kredit größer oder gleich Null ist, eindeutig für jeden Zustand (Kredit) beantworten. Für den Ja-Fall geht es in den Dann-Zweig der WENN-Funktion. Dies ist das zweite Argument. Das dritte Argument ist der Sonst-Zweig, also wenn die Entscheidung mit Nein ausgewertet wurde. In DYNASYS würde dies so aussehen:

tilgen:

WENN(Kredit >= 0; monatlicher_Tilgungsbetrag, 0);

Dies bedeutet, daß solange noch eine Schuld (Kredit >= 0) vorhanden ist, diese monatlich (monatlicher_Tilgungsbetrag) bezahlt wird, ansonsten wird nichts mehr (0) gezahlt.

Hierzu muß auch unser graphisches Modell geändert werde, da tilgen jetzt auch wissen muß, was Inhalt des Zustandes Kredit ist.



Aufgaben:

1. Passen Sie das Modell an!

2. Interpretieren Sie die abgeleiteten Gleichungen!

3. Simulieren Sie wiederum 20 Monate!

4. Prüfen Sie das derzeitige Modell!

Eine Simulation bringt z.B. so ein Zeit-Diagramm:



Das Problem hat sich zwar gebessert, aber weg ist noch nicht. Oma zahlt immer noch zuviel zurück.

Bevor wir uns an die entgültige Lösung des Problem trauen einige Angaben zur WENN-Funktion. Die Parameter Zwei und Drei können selbst auch wieder WENN-Funktionen sein. Bei tieferer Schachtelung von WENN-Funktionen ist es manchmal angebracht sich erst einmal auf dem Papier mögliche Wege aufzuzeichnen und diese mit Beispieldaten zu testen. 

Der Synthax - also die richtige Schreibweise - könnt so dargestellt werden:


WENN(Bedingung; Dann_Anweisung; Sonst_Anweisung)

oder

WENN(Bedingung1; WENN(Bedingung2; Dann_Anweisung2; Sonst_Anweisung2); Sonst_Anweisung1)

oder

WENN(Bedingung1; Dann_Anweisung1; WENN(Bedingung2; Dann_Anweisung2; Sonst_Anweisung2))

oder

WENN(Bedingung1; WENN(Bedingung2; Dann_Anweisung2; Sonst_Anweisung2); WENN(Bedingung2; Dann_Anweisung2; Sonst_Anweisung2))

Übrigens unser Modell bleibt graphisch das Selbe, nur die Rate tilgen wird besser beschrieben.

Das Ergebnis sollte ein Graph sein, der nach beendeter Abzahlung auf dem Nullwert bleibt.



Aufgaben:

1. Erstellen Sie ein Modell eines Studentenkontos mit 5% jährlichen Spar- und 12% Kreditzins! Die ersten 1000 DM Schuld werden als Dispositionskredit mit jährlich 1% Kreditzins verrechnet. Monatlich werden regelmäßig Einzahlungen und Auszahlungen vorgenommen.

2. Simulieren Sie ein solches Konto mit einem Startkapital von 1200 DM. Monatlich sollen 800 DM („BAFöG von den Eltern“) eingezahlt und 1200 DM („Existenzminimum“) ausgezahlt werden. Oma gibt als Sponsoring monatlich 100 DM dazu. Welcher Kontostand ergibt sich nach einem Jahr?

2.7.4. Funktionen, Variablen und Konstanten in DYNASYS

	Funktion
	Beschreibung
	Beispiele / Bemerkungen

	ABS(wert)
	Absolutbetrag von wert
	ABS(3) = 3

ABS(-7) = 7

	ALTERWERT
	Verzögerungsfunktion
	

	ARCTAN(wert)
	Arcustangens von wert
	ARCTAN(1) = 0,79 [rad]

ARCTAN(2) = 1,11 [rad]

ARCTAN(5) = 1,37 [rad]

ARCTAN(10) = 1,47 [rad]

ARCTAN(20) = 1,52 [rad]

weitere Winkel ergeben sich durch:

3,14 - ARCTAN(wert);

3,14 + ARCTAN(wert);

6,28 - ARCTAN(wert); (...)

	CLIP
	Abschneidefunktion
	entspricht FIFGE

	COS(wert)
	Cosinus von wert
	COS(3,14) = 0

COS(6,28) = 0

	COSH(wert)
	Cosinus hyberbolicus von wert
	COSH() = 

COSH() = 

	DIV(wert1;wert2)
	ganzzahlige Division von wert1 durch wert2
	DIV(4;2) = 2

Funktion rechnet nicht exakt!

auf Anwendbarkeit prüfen!

	EXP(wert)
	Expotentialfunktion
	EXP(4,8) = 121

EXP(8) = 2981

	FIFGE
	siehe auch CLIP
	

	FIFZE
	siehe auch SWITCH
	

	IMPULS
	Impulsfunktion
	

	INT(wert)
	ganzzahlliger Teil von wert
	INT(pi) = 3

INT(-5,56) = -5

	LN(wert)
	natürlicher Logarithmus von wert
	LN(0) = n. def.

LN(1) = 0

LN(2,718) = 1

LN(10) = 2,303

	MAX(wert1;wert2)
	Maximum von wert1 und wert2
	MAX(0,4) = 4

MAX(3,-3) = 3

	MIN(wert1;wert2)
	Minimum von wert1 und wert2
	MIN(0,4) = 0

MIN(3,-3) = -3

	MOD(wert1;wert2)
	Modulofunktion, Rest der ganzzahligen Division von wert1 durch wert2
	MOD(5;3) = 2

MOD(5;5) = 0

MOD(3;5) = 3

rechnet intern:

MOD(INT(wert1);INT(wert2))

	RAMPE
	Rampenfunktion
	

	SIN(wert)
	Sinus von wert
	SIN(0,785) = 0,707

SIN(3,14) = 0

SIN(5) = -0,959

	SINH(wert)
	Sinus hyberbolicus von wert
	SINH() = 

SINH() = 

	SWITCH
	Schalterfunktion
	entspricht FIFZE

	TABELLE
	Tabellenfunktion
	

	TAN(wert)
	Tangens von wert
	TAN(3,14) = 0

TAN(5) = 

	TANH(wert)
	Tangens hyberbolicus von wert
	TANH() = 

TANH() = 

	WENN
	Bedingungsfunktion
	WENN(Bedingung; Dann_Anweisung; Sonst_Anweisung)

Schachtelung möglich!

	WURZEL(wert)
	(Quadrat-) Wurzel von wert
	WURZEL(4) = 2

WURZEL(100) = 10

	ZUFALL
	Zufallszahl
	

	
	
	

	
	
	


Achtung! Für die Winkelfunktionen werden die Winkel immer in rad angegeben. Dies entspricht dem Bogenmaß bzw. der Winkeldarstellung über (. In den Standardfällen muß also eine Umrechnung von rad in ° (Grad) vorgenommen werden!

	Variable /Konstante
	Beschreibung
	Beispiele / Bemerkungen

	DT
	Zeitschritt
	

	e
	EULERsche Zahl

e = 2,718282
	

	pi
	(, Kreiszahl

( = 3,141593
	

	ZEIT
	Simulationszeit
	

	
	
	

	
	
	


2.7.5. weitere Modelle aus verschiedenen Wissenschaften

2.7.5.1. Modelle aus der Ökonomie

2.7.5.2. Modelle aus der Biologie

2.7.5.3. Modelle aus der Chemie

2.7.5.4. Modelle aus der Physik

2.7.5.5. Modelle aus ...

2.7.5. Projekte
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